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前 定 


在 关于 数学 题材 的 介绍 性 的 讲演 中 , 开头 的 习惯 用 语 往往 是 : 
:希腊 文明 创立 了 …… 原 理 ?。 儿 乎 所 有 的 经 典 题 材 也 都 采用 这 种 
袁 达 方式 ， 甚 至 由 经 典 的 核心 内 容 通过 不 断 提 高 抽象 程度 而 形成 
的 多 数 “ 现 代 ? 题 村 , 也 难免 于 此 ， 尽 管 , 首 篇 英 基 性 的 图 论 的 论文 
是 欧 拉 (Euler) 早 于 1736 年 写 就 的 , 但 是 ,图 论 以 现代 面貌 出 现 ,为 
数学 界 所 正视 , 那 还 是 近 百 年 来 有 了 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 关 于 电 
网 络 的 成 果 以 后 的 事 ， 近 二 十 年 ,由 于 图 论 的 迅速 发 展 , 一 路 成 为 
数学 的 一 个 独立 分 支 ， 当 然 , 图 论 还 不 能 说 已 是 现代 化 了 的 , 它 伤 
旧 接 近 于 原始 的 思想 , 仍然 充满 着 未 开发 的 领域 , 其 “魅力 "不 亚 于 
当年 的 希腊 文明 。 图 论 是 组 合 数学 的 一 支 ， 可 应 用 于 各 种 车 通 的 
问题 ， 它 不 要 求 高 深 的 数学 工具 ， 而 有 时 需要 深入 的 轧 者。 因此 
对 于 年 轻 的 数学 爱好 者 来 说 ， 图 论 是 极 好 的 研究 园地 ， 本 书 列举 
的 一 些 问题 与 图 论 中 的 某 些 结果 已 成 为 现代 学 校 课程 的 一 部 分 . 
广泛 的 讲演 使 我 注意 到 各 类 水 平 人 士 的 兴趣 ， 鉴 于 当时 还 未 有 多 
牙 利文 的 图 论 书籍 ， 我 于 1969 年 写成 了 本 书 的 的 牙 利 文本 ，( 恋 
然 ， 图 论 方面 第 一 本 科学 专著 恰恰 是 匈牙利 人 、 丹 尼斯 。 哥 尼 希 
(DénesKinig) 教授 于 1936 年 就 写成 的 , 但 是 他 用 的 偏偏 是 德 文 。 ) 
近 十 五 年 ,关于 图 论 的 大 量 的 著作 已 经 出 版 (参看 文献 目录 部 分 ). 

我 试图 对 书 中 几乎 全 部 的 命题 , 不 管 是 简易 的 还 是 繁 难 的 , 都 
给 出 严谨 的 证 明 。 各 顶 结果 以 原始 形态 给 出 : 仿效 发 现 的 过 程 ， 
解 辅助 命题 ， 定 义 一 批 已 证 实 为 有 用 的 新 概念 ， 并 确定 其 在 实际 
问题 中 是 否 可 推广 ， 练 习题 、 问题 及 其 解 签 贯穿 始终 的 是 : 用 新 间 
题 给 出 提示 , 简化 复杂 的 命题 , 并 且 首要 的 是 给 读者 以 激励 


从 习 呈 并 不 鸡 , 读 者 只 需 夯 画 图 、 咏 加 计算 便 可 获 解决 ， 每 章 
六 , 星 导 (*) 后 的 绕 习 与 问题 为 的 是 提高 这 者 的 能 力 , 届 解决 与 该 
章 内 容 有 关 的 问题 ， 它 们 的 解答 见于 第 七 间 ， 得 足 切 地 期 望 读 者 
独立 地 去 解 题 建议 读者 随时 随地 以 画图 冰 明 书 中 的 命题 尽管 
书 中 图 人 鲍 让 富 ， 但 这 决 代 蔡 不 了 读 闭 亲自 动手 画图 ， 只 有 自己 动 
寺前 到 才 大 国光 这 们 售 此 全 读者 热 悉 书 中 的 内 容 ， 导 | 
至 读者 自己 去 发 现 结 
”为 避免 混 清 ， 人 不在 下 文科 入 的 出 处 , 而 仅 于 书 末 列 
出 引文 索引， 每 章 内 ， 未 作 正 式 的 分 节 ， 各 组 练习 与 问题 正 是 划 
分 节 段 的 标志 ， 各 节 的 内 容 概括 在 目录 中 ， 特 别 ， 为 了 强调 图 论 
中 一 些 重要 的 方法 , 除了 在 内 容 索 引 中 列 出 外 , 也 在 正文 中 以 粗 体 
字 标 出 ， 每 章 内 ， 统 习 、 问 题 与 命题 包括 列 于 章 末 的 练习 、 问题 与 
命题 均 作 统一 的 编号 ， 在 每 一 章 中 ,编号 是 从 头 开始 的 . 

第 一 章 阅 述 基本 概念 ; 其 后 的 五 章 , 分 述 图 论 的 五 个 方面 , 基 
中 收 进 了 一 些 新 的 结果 ， 还 有 一 些 有 趣 的 问题 未 能 在 此 讨论 ， 比 
如 ,图 与 曲面 、 信 阵 以 及 概率 论 的 关系 ; 地 图 的 着 色 问题 ; 电网 络 详 
” 细 的 拓扑 描述 ， 以 及 荣 些 运输 问题 的 解 等 。 上 述 的 大 多 数 问题 拟 
”收入 正在 筹备 中 的 本 书 的 下 一 卷 书 未 的 文献 目录 包含 了 作为 进 
一步 阅读 的 建议 
”从 适应 数学 的 任何 一 一 吉水 平 来 说 ， 可 以 委 现 本 市 将 是 十 分 


用 的 ; 事实 上 ,对 于 那些 有 问题 需要 解 尖 的 人 们 ,情形 更 是 如 此 . 因 


。 为， 信 助 于 图 论 的 思想 以 提 剖 解 闫 问题 的 能 力 这 对 于 任何 一 个 人 
域 来 说 , 都 是 有 益 的 . 
| | : Béla Andrasfai 
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第-- 章 绪 论 


我 们 先 来 考虑 一 项 在 若干 个 运动 队 间 的 比赛 ， 设 想 已 赛 完 了 
几 局 , 需要 一 个 清楚 的 图 形 来 表示 它们 ， 不 妨 采 用 这 样 的 图 形 : 使 
每 个 队 对 应 于 其 中 的 一 个 点 ; 由 于 赛 局 总 是 在 两 个 队 间 进行 的 ， 
任 一 赛 局 可 由 联结 两 对 应 点 的 一 条 线 来 表示 ， 我 们 用 如 下 的 方式 
标 出 全 部 已 完成 的 赛 局 : 在 每 个 点 旁 须 标 以 对 应 队 的 专门 的 记号 ， 
不 然 , 由 于 对 应 着 赛 局 的 线 可 能 相交 ， 同 时 , 交点 看 起 来 好 像 也 表 
示 运 动 队 , 这 就 容易 产生 误解 . 因此 | 常用 小 圆圈 而 不 是 用 点 来 标 . 
记 运 动 队 . .图 1 指明 下 列 局 面 : 有 bc, de 5 个 队 ， 且 下 列 守 
局 已 完成 : : 

a—d, a—e, 2 一 0C， 

b—d, Cc—d, Cc—e, 
图 1 叫做 此 局 而 的 图 .用 图 这 个 词 是 因为 可 以 借助 图 解 来 论证 . ) 
其 中 的 小 圆 围 与 线 分 别 叫做 图 的 顶点 与 边 
”点 , 结 点 ,接点 等 词 也 用 以 代替 顶点 这 个 词 ， 对 应 于 赛 局 a 一 d 
“的 边 有 了 时 记 为 {a, 4d}， 显然 ，{a, 4} 与 {4, a} 表 示 同 一 条 边 ， 类 似 
地 , {a, 6} 与 {6, a} 相同 , 等 等 ， 顶 点 "与 4 都 叫做 边 {q 可 的 端点 
, 边 {a, 中 联结 顶点 a 与 或 说 它 | 
关联 于 a 与 6 a 是 4 的 一 个 邻 
点 , a 邻接 于 d, 或 说 a 与 a 是 令 
接 顶 点 ， 图 1 是 这 样 的 图 G1, 它 
含有 顶点 a,b, c,d 与 6, 以 及 边 
{a, a}, {a, e}, {b,c}, {b, da), 4 
{c,d} 及 {c, 6}. 图 1 


有 可 能 一 个 给 定 的 队 还 没 参 加 过 比赛 ; 而 在 有 的 比赛 中 , 相同 
的 两 个 队 之 间 进 行 了 不 止 一 局 的 比赛 ， 图 2 中 的 图 G。 表示 包括 
上 述 两 种 情况 的 局 面 ， 不 与 边关 联 的 顶点 叫做 孤立 顶点 .如果 两 
条 或 两 条 以 上 的 边关 联 于 同一 对 顶点 ， 这 时 ， 就 说 图 含有 多重 边 . 
由 此 知道 , 5 与 e 是 G2 的 孤立 顶点 .联结 e 与 了 的 各 条 边 可 以 由 
下 标 加 以 区 别 , 例如 {c, 有 j,、 {e, fs {e 有 a。 类 似 地 ， 对 应 于 a 与 
d 间 的 赛 局 是 {a, di 及 {a, dj 


图 2 图 3 
| 某 些 人 之 间 的 认识 关系 可 以 用 类似 的 图 形 来 表示 , 这 里 假定 
认识 是 相互 的 ， 每 个 人 对 应 于 一 个 顶点 , 如 果 两 个 人 互相 认识 , 就 
用 一 条 边 联结 对 应 的 两 个 顶点 ， 一 个 人 a 认识 自己 这 一 事实 可 以 
。 ”用 一 条 只 关联 于 顶点 a 的 边 来 表示 (参看 图 3)， 象 这 样 的 边 常 叫 
做 环 ， | 
和 如果 , 一 个 图 形 含有 点 和 线 (顶点 和 边 ), 且 每 条 线 联结 着 两 个 
顶点 (不 必要 求 是 不 同 的 ), 以 下 就 称 这 样 的 图 形 为 图 . 关联 于 顶点 
了 的 边 的 端 态 数 叫 做 p 的 次 数 或 价 , 记 为 p(p). 次 数 为 "的 山 斥 
有 时 叫做 n- 价 的 . | 
图 3 只 包含 一 个 顶点 ,一 条 边 , p(a)=2. 图 4 中 的 Gs 包含 8 
个 顶点 和 10 条 边 , 其 中 有 两 条 边 是 环 ; 在 该 图 中 , p(as) =0, g(a0) 
=p(as)=1, 2(ae) 三 2 g(a7)=3, gla)=p(a2)=4, 以 及 plas) 
一 0. 
s 9 +. 


他 2 as 
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1， 找 出 图 1 与 图 2 中 各 图 的 顶点 数 与 边 数 以 及 每 个 顶点 的 
次 数 . / | 

2， 画 出 几 个 具有 5 个 顶点 的 图 ， 使 其 中 含有 次 数 为 3 的 顶 
点 是 两 个 ， 而 次 数 为 4 的 顶点 是 3 个 ， 间 在 这 些 图 中 各 有 多 少 条 
0 
3， 画 出 具有 6 个 顶点 的 图 ， 使 其 中 各 顶点 的 次 数 是 1, 2, 2， 
3, 5 与 5， 在 这 样 的 图 中 有 多 少 条 边 ? 


器 题 
4， 确定 具有 5 个 顶点 , 且 次 数 为 1, 2, 2, 3, 3 的 图 的 数目 . 
5， 某 次 聚会 的 成 员 到 会 后 担 了 手 ， 试 证 与 奇数 个 人 担 过 手 
的 人 数 是 一 个 偶数 . / 
6. 在 一 次 象棋 比赛 中 , 任意 的 两 名 选手 间 至 多 只 下 一 盘 ， 试 
证 总 能 找到 两 名 选手 , 他 们 下 过 的 盘 数 恰 好 相同 . 


7， 在 问题 6 所 指 的 比赛 中 , 如 果 每 名 选手 与 其 余 所 有 的 九 手 


都 比赛 过 , 且 选 手 的 人 数 是 , 求 总 盘 数 ， 


为 解 练习 2 可 以 用 多 种 方式 画 出 图 来 ， 图 5 与 图 6, 每 个 都 
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图 6 
表示 两 个 图 图 5 中 的 两 个 图 都 包含 顶点 ab 42,…, as 以 及 边 el 
es,…, es， 两 个 图 看 起 来 不 一 样 , 但 是 它们 的 顶点 与 边 都 可 以 标记 
为 el 一 ta G4}, ez 一 {92, 45},***, 68= {ds, 0Q4}. 由 于 它们 表示 了 相 
同 的 关系 ， 在 这 些 图 之 间 不 存在 本 质 的 差别 . i 

如 果 图 G; 的 每 个 顶点 与 边 能 以 唯一 的 方式 对 应 于 图 Ga 的 顶 
点 与 边 , 使 图 G: 的 顶点 与 边 也 以 唯一 的 方式 对 应 于 图 G1 的 顶点 与 
边 , 并 且 对 应 的 边关 联 于 对 应 的 顶点 ， 则 称 图 G1 与 G* 是 同 构 的 . 
简短 地 说 , 若 两 个 图 的 各 顶点 之 间 有 保持 邻接 性 的 1 一 1 对 应 关系 ， 
则 它们 是 同 构 的 ， 为 要 表示 一 个 图 ， 可 以 把 它 的 顶点 想象 成 小 图 
环 ， 它 的 边 是 系 于 环 上 能 拉 伸 的 橡皮 筋 ， 在 移动 . 拉 伸 ,压缩 的 过 
程 中 , 我 们 的 图 形 部 保 皖 图 的 同 构 性 ， 通 项, 如 果 把 同 构 的 图 认为 
是 相同 的 ， 不 会 引起 误解 ， 例 如 ， 可 以 说 图 5 中 的 两 个 图 是 相同 
9 4" 


的 ， 图 6 的 两 个 图 也 是 同 构 的 ， 其 间 的 对 应 关系 由 对 应 的 字母 玫 
出 ， 但 从 图 5 与 图 6 中 各 取出 一 个 的 图 是 不 同 构 的 ， 因 为 图 5 不 
含 条 何 环 而 图 6 中 的 图 都 含有 环 , 而 如 果 对 应 关系 是 同 构 的 , 那么 
环 就 必须 与 环 对 应 / 

图 5 与 图 6 中 四 个 图 的 每 一 个 都 具有 9 条 边 ， 要 是 再 西 出 满 
足 所 要 求 的 图 来 , 它们 的 边 数 仍 会 是 9， 其 实 , 具有 练习 3 所 指定 
的 性 质 的 每 个 图 都 有 9 条 边 ， 这 是 碰巧 的 呢 还 是 有 着 某 一 规律 的 
结果 ? 在 这 样 的 - 些 图 中 有 些 什么 共性 ? 把 顶点 的 次 数 加 起 来 ， 
在 练习 2 与 3 中 分 别 有 

3 十 3 十 4 十 4 十 4 一 18 

以 及 1 十 2 十 2 十 3 十 5 十 5 一 18. 
在 每 一 情况 下 , 这 结果 都 等 于 边 数 和 的 两 倍 ， 一 般 地 , 一 个 任意 图 


的 顶点 的 次 数 和 等 于 边 的 端点 数 的 和 每 条 边 对 这 和 数 的 贡献 为 


2, 即 每 个 端点 贡献 为 1; 因此 , 和 是 边 数 的 两 倍 ， 这 证 明了 下 述 的 
一 般 规 律 : 

8， 一 个 任意 图 各 顶点 的 次 数 和 等 于 边 数 和 的 薄 倍 . 
”因此 对 于 每 个 图 , 次 数 和 是 偶数 ， 这 样 , 问题 4 有 了 一 个 直接 
的 解答 : 由 于 5 个 顶点 的 次 数 各 是 1,2, 2, 3 与 3, 它们 的 和 是 奇数 
所 以 这 样 的 图 不 存在 . 

适合 问题 5 的 图 是 容易 构造 出 来 的 ， 使 图 的 顶点 表示 到 会 的 
成 员 , 一 条 边 表示 对 应 于 其 端点 的 两 个 人 互相 提 过 手 ， 这 样 , 与 某 
个 人 担 过 手 的 人 数 就 是 关联 于 其 对 应 顶点 的 边 数 ， 现 在 只 须 证 明 
图 包含 偶数 个 奇 次 的 顶点 ， 一 个 图 的 顶点 的 次 数 和 已 经 证 明 是 侦 
数 ， 让 我 们 把 这 个 数 看 成 是 两 部 分 的 和 : 其 中 之 一 是 偶 次 数 的 和 
另 一 是 奇 次 数 的 和 ， 前 者 显然 是 偶数 ; 后 者 也 必 为 偶数 , 因为 它们 
的 和 是 偶数 .但 要 使 几 个 奇数 的 和 是 偶数 ， 只 有 当 奇 数 的 个 数 是 
偶数 时 才 行 ， 到 此 为 止 , 似乎 已 证 明了 一 般 的 命题 : 


一 


9. 每 个 图 含有 偶数 个 末次 项 扩 . 

但 是 ， 问 题 5 的 解 果真 是 对 每 个 图 证 明了 这 一 命题 了 吗 ? 如 
果 我 们 考虑 的 图 都 像 是 问题 5 所 指 的 那样 ， 那 确 是 证 完了 ， 在 这 
里 , 这 个 问题 的 图 , 由 于 每 一 对 顶点 只 联结 着 至 多 一 条 边 ， 它 不 含 
和 蛋 边 ， 无 论 如 何 , 有 可 能 是 两 个 人 互相 多 次 地 担 手 : 在 见面 时 , 说 
再 见 时 ， 表 示 祝 贺 或 者 有 别 的 什么 原因 时 ， 如 果 要 求 我 们 的 图 表 
示 出 每 一 次 握手 ， 那 么 要 求 一 条 边 不 允许 代表 多 于 一 次 的 握手 、 
因此 , 在 证 明 我 们 的 问题 时 , 可 以 考虑 多 重 边 . 我 们 还 未 提 到 环 , 这 
或 许可 以 想象 为 有 人 自己 与 自己 握手 ， 他 的 左手 所 右手 和 他 的 右 
手提 左手 .一 个 环 就 表示 这 种 情形 . 所 以 求证 的 命题 应 作 必 要 的 
改变 ; 我 们 必须 证 明 伸 过 奇数 次 手 的 人 数 是 一 个 偶数 . 每 个 环 对 与 
之 关联 的 顶点 的 次 数 资 献 为 2， 这 表示 自己 与 自己 提 手 时 伸 了 两 
次 手 . 确实 是 的 , 他 伸 了 一 次 左手 , 又 伸 了 一 次 右手 ， 只 有 这 修改 
了 的 问题 的 解 才 能 确实 证 明 每 个 图 含有 偶数 个 奇 次 顶点 .这 表明 
要 把 结果 加 以 推广 , 谨慎 是 必需 的 . 

作为 命题 9 的 一 个 应 用 ， 下 列 有 趣 的 命题 是 容易 得 证 的 ， 每 
个 碳 氢 化 合 物 的 分 子 所 含 的 氢 原 子 是 偶数 个 ， 事 实 上 ， 每 个 矶 氢 
化 合 物 的 分 子 含 有 氮 与 矶 原子 , 其 原子 价 分 别 为 1 价 与 4 价 . 设 每 
个 原子 对 应 于 图 的 一 个 顶点 , 如 果 两 个 原子 是 联结 着 的 , 那么 对 应 
的 项 点 就 邻接 ， 这 个 图 的 顶点 中 ， 对 应 于 碳 与 氨 原 子 的 顶点 分 别 
有 次 数 4 与 1， 所 以 ， 氮 原子 的 个 数 是 偶数 

问题 6 说 的 是 : 如 果 一 个 图 至 少 含有 两 个 顶点 , 是 无 环 、 无 多 
重 边 , 就 含有 两 个 次 数 相同 的 顶点 ， 无 环 、 无 多 重 边 的 图 叫做 简单 
园 ， 我 们 来 证 下 列 命题 : 

值得 注意 的 是 : 不 含 同 次 数 的 两 顶点 的 图 是 有 的 , 但 它们 不 是 
简单 图 图 7 中 的 图 有 这 一 性 质 ， 即 便 是 把 它 看 成 单一 的 图 也 如 
+ 6 : 


比 . 
为 了 证 明 命题 10， 设 图 G 是 简单 的 ， 把 它 的 顶点 数 记 为 n(n 
空 2)， 因 为 一 个 顶点 至 多 只 能 与 另外 2 一 1 个 顶点 邻接 , 所 以 每 个 
顶点 的 次 数 小 于 或 等 于 2 一 1. 是 对 于 图 G, 只 有 下 列 的 次 数 

是 可 能 的 : 
0, 1, 2,， 一 | 
又 这 % 个 数 不 能 都 作为 图 G 的 顶点 的 次 数 . 因为 , 二 个 次 数 为 
0 的 顶点 是 孤立 顶点 ,而 次 数 为 4 一 1 的 顶点 邻接 于 其 它 的 每 一 个 
顶点 ;但 是 , 孤立 顶点 不 能 与 其 它 任 一 顶点 邻接 。 因 此 , 对 于 图 G， 


只 有 下 列 的 次 数 才 是 可 能 的 : 
0, 1, 2,.…, %—2 
或 1, 2, 3， ,nC—1, 


不 论 在 哪 种 情况 下 ， 至 多 有 n 一 1 种 不 同 的 次 数 ， 在 第 一 种 情况 ， 
可 以 设想 标 有 数 0, 1, 2,…, nn 一 2 的 2 一 1 个 箱子 , 把 图 G 的 顶点 投 
和 箱子， 使 每 个 顶点 的 次 数 与 箱子 的 号 数 相同 ， 由 于 图 G 的 顶点 
个 数 是 n, 而 箱 的 号 数 只 有 .n 一 1 个 ， 总 能 投 到 一 个 箱子 至 少 装 有 
两 个 项 点 ， 这 些 项 点 当然 有 相同 的 次 数 ， 同 样 的 推理 ， 适 合 于 第 
二 种 情况 . 
问题 6 的 解 中 ， 应 用 了 所 谓 鲍 笼 原 理 如 果 把 多 于 % 个 的 对 
象 分 划 成 怀 类 ( 鲍 乱 ), 则 至 少 有 一 类 , 其 中 含有 不 止 一 个 的 对 象 . 
问题 ?也 可 以 按照 下 列 方式 来 叙述 : 在 一 个 具有 % 个 顶点 的 
简单 图 中 ， 如 果 每 一 对 点 都 是 邻接 的 , 那么 , 共有 多 少 条 边 ? 这 种 
图 叫做 具有 个 顶点 的 完全 图 ， 具 有 3 个 顶点 的 完全 图 也 叫 三 角 
形 〈 包 括 它 的 边 不 是 直线 段 的 情形 )， 图 8 所 示 为 4=1, 2, 3, 4, 5， 
* 7 ，? 


VY 图 8 


6 时 , 具有 % 个 顶点 的 完全 图 ， 具 有 % 个 顶点 的 完全 图 的 每 个 顶 
点 的 次 数 是 4 一 1, 次 数 和 是 n(n 一 1)， 按 照 命题 8， 一 个 任意 图 的 
边 数 是 次 数 和 的 一 半 ， 于 是 , 问题 7 得 以 解决 

11. 具有 nn 个 顶点 的 完全 图 共有 n(n 一 1)/2 条 边 ， 
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12， 画 出 全 部 具有 5 个 顶点 , 3 或 7 条 边 的 简单 图 ， 
13， 求 出 具有 5 个 顶点 ， 各 顶点 的 次 数 都 不 小 于 3 的 简单 图 
的 个 数 ， 


全 凭 试验 来 解 练习 12 会 化 费 很 长 的 时 间 ; 甚至 还 会 罗列 不 
全 .为 了 引出 某 些 概念 , 我 们 先 考虑 只 有 3 条 边 的 图 ; 任何 一 个 这 
种 图 的 次 数 和 是 6， 我 们 先 肯 定 , 没有 次 数 大 于 3 的 顶点 ,并 且 只 
有 一 个 图 含有 一 个 次 数 是 3 的 顶点 ， 这 个 图 的 次 数 是 3, 1, 1, 1， 
0， 车 一 个 图 不 含 次 数 大 于 2 的 顶点 , 则 只 有 如 下 的 次 数列 是 可 能 
的 ，2, 2, 2, 0, 0; 或 2,2,1， 1,0; 或 2,11,11， 容易 看 出 ， 每 种 
情况 唯一 地 决定 着 一 个 图 ， 于 是 , 存在 四 个 本 质 上 不 同 的 , 具有 5 
个 顶点 与 3 条 边 的 简单 图 ; 图 9 的 第 一 行 表示 的 就 是 这 网 个 图 
这 图 的 第 二 行 表示 具有 5 个 顶点 与 7 条 边 的 简单 图 . 

怎样 才能 简易 地 找 出 这 些 图 昵 ? 让 我 们 考虑 在 同一 列 中 的 两 
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;让 仿 


个 图 ， 如 果 把 它们 共 合 在 一 起 ， 人 
点 的 完全 图 ， 并 且 没 有 任何 一 条 边 覆 六 了 别 的 边 . 若 在 一 个 具有 
n 个 顶点 的 简单 图 G 上 添加 了 一 些 边 , 使 它 成 为 一 个 具有 % 个 顶 
点 的 完全 图 , 又 若 从 这 个 完全 图 上 删 去 G 的 边 ， 就 得 了 另 一 个 ( 简 
单 ) 图 ， 这 新 的 图 就 叫做 G 的 补 图 . G 的 补 图 的 补 图 当然 是 同 构 于 
G 的 ， 因 此 , 也 说 这 些 图 (G 和 它 的 补 图 ) 是 互补 的 .具有 %* 个 顶点 
的 简单 图 的 边 数 与 其 补 图 的 边 数 和 等 于 具有 个 顶点 的 完全 图 的 
”这 数 ， 因 为 , 具有 5 个 顶点 的 完全 图 的 边 数 是 (5x4)/2=10， 
所 以 , 具有 5 个 顶点 与 3 条 边 的 图 的 补 图 含有 5 个 顶点 及 7 条 边 . 
显然 , 具有 7 个 顶点 的 两 个 图 是 同 构 的 , 当 且 仅 当 它们 的 补 图 是 同 
构 的 ， 因 此 , 练习 12 的 第 一 部 分 的 图 的 补 图 就 是 第 二 部 分 的 解 . 
对 应 于 练习 13 的 图 , 由 于 其 边 数 较 多 , 使 为难, 但 它 的 补 图 
则 只 含有 少量 的 边 ， 因 此 ， 同 一 个 问题 对 于 其 补 图 就 清楚 得 多 . 
所 求 的 图 的 数目 等 于 它们 的 补 图 的 数目 ， 这 样 的 处 理 方法 在 图 论 
中 是 常用 的 , 而 练习 13 的 解 就 是 一 个 例子 ， 由 于 具有 5 个 顶点 的 
完全 图 中 每 个 顶点 的 次 数 是 4, 在 这 里 每 个 图 的 补 图 只 含有 次 数 
至 多 为 1 的 顶点 ， 容 易 看 出 , 具有 此 性 质 的 图 只 有 三 个 : 只 含 孤 立 

全 点 的 图: 含有 一 条 边 的 图 ; 以 及 有 两 条 边 而 此 两 边 又 无 公共 顶 
? 9 ? 


点 的 图 

现在 我 们 回头 来 看 图 9 中 的 图 ， 例 如 ， 在 第 二 行 左 侧 的 那个 
图 ， 这 个 图 , 还 有 此 图 中 的 任 一 三 角形 , 都 是 具有 5 个 顶点 的 完全 
图 的 一 部 分 ， 一 般 地 ， 若 考虑 的 是 一 个 任意 的 (不 一 定 是 简单 的 ) 
图 G, 从 中 删 去 一 些 边 与 顶点 〈 删 去 一 个 顶点 ， 所 有 与 这 个 顶点 相 
关联 的 边 也 一 起 删 去 了 ), 就 得 到 另 一 个 图 ， 这样 的 图 叫做 G 的 子 
图 . 车 4' 是 G 的 子 图 , 就 说 G 包含 G'. 有 时 也 说 G 本 身 是 G 的 一 个 
子 图 ， 其 他 的 每 个 子 图 都 叫做 G 的 真子 图 ， 图 9 第 一 行 中 的 每 个 
图 同 构 于 在 第 二 行 的 对 应 图 的 一 个 子 图 一 一 这 些 子 图 之 一 位 于 最 
后 一 列 的 那个 已 用 粗 线 标 出 ， 类 似 地 ， 图 9 的 每 个 图 是 整个 图 形 
(把 图 9 看 成 一 个 图 ) 的 一 个 子 图 . 


间 题 | 
-14. 试 证 ， 在 一 个 6 人 小 组 中 ， 总 能 找到 或 者 3 个 人 互相 都 
认识 , 或 者 三 个 人 谁 也 不 认识 谁 ， 假 定 认 识 是 相互 的 . 

”15。 一 个 旅游 组 , 其 (任意 ) 4 人 中 至 少 有 1 人 , 他 以 前 见 过 另 
外 3 人 ， 试 证 ， 在 这 种 情况 下 , 在 任 4 人 中 存在 1 人 , 他 早 就 见 过 
旅游 组 内 其 余 的 每 一 人 (假定 旅游 组 中 至 少 有 4 人 . ) i 


如 果 , 为 解 问题 14 所 画 的 图 中 ， 边 对 应 于 互相 认识 的 关系 ， 
则 此 图 的 补 图 的 一 条 边 就 表示 对 应 于 它 的 关联 顶点 的 人 互相 不 认 
识 ， 于 是 须 证 下 列 命题 : 

“16. 对 于 一 个 任意 的 具有 6 个 顶点 的 简单 图 , 要 么 这 图 本 身 ， 


me 
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为 了 证 明 这 一 命题 ， 考 虚 具 有 6 个 顶点 的 任 一 简单 图 的 任 一 
项 点 4， 其 余 5 个 顶点 的 每 一 个 或 者 在 图 中 或 者 在 它 的 补 图 中 与 
10 * . 


a 邻接 ， 把 这 5 个 顶点 分 成 两 组 ， 即 在 图 中 与 a 邻接 的 那些 顶点 


和 在 其 补 图 中 与 a 邻接 的 那些 项 b 
点 。 两 组 中 的 一 组 至 少 含有 3 个 

顶点 ， 具 有 这 性 质 的 顶点 分 别 记 a c 
为 Bb.c 及 d.， 这 表明 图 10 吓 G 的 

子 图 , 这 里 的 G 表 示 图 或 其 补 图 . d 
如 果 3 条 边 : {5, c}, {c, a}, {5, ad) 图 10 


中 的 任 一 边 属于 G, 则 G 含有 一 个 三 角形 , 因为 这 边 的 两 个 端点 都 
在 G 中 与 a 邻接 .车 这 3 边 中 没有 一 条 属于 G， 则 它们 会 在 G 的 
补 图 内 ， 由 于 这 3 边 构成 一 个 三 角形 , 命题 16 得 证 . | 

问题 14 也 可 以 不 借助 于 图 而 得 到 解决 ， 不 过 ， 若 利用 图 , 则 
”推理 较 清 楚 ,更 明确 ， 下 一 问题 也 这 样 证 明 , 我 们 先 不 用 图 来 解 问 
题 15; 然后 , 再 用 “图 论 的 语言 "给 出 问题 的 实质 上 相同 的 解 . 

以 4 与 B 记 问题 15 中 旅游 组 的 两 名 成 员 ， 他 们 以 前 没 见 过 
面 ， 我 们 可 以 假定 这 样 的 两 人 是 存在 的 ， 否 则 任 一 成 员 都 将 是 此 
问题 的 一 个 合适 的 解 ， 还 可 以 假定 存在 另 一 对 成 员 .( 4 或 也 可 
以 属于 这 一 对 ), 他 们 依然 是 初次 见面 , 因为 , 不 然 除 4 与 外 的 任 
一 成 员 会 是 合适 的 解 ， 现 在 来 考虑 任意 4 名 旅游 者 ， 其 中 至 少 有 
两 名 不 同 于 4 与 BB， 如果 第 二 对 成 员 既 不 含有 4 又 不 含有 B， 那 
么 , 这 两 人 : CG 及 D, 与 4 及 B 一 起 ,由 于 这 4 人 中 无 1 人 以 前 见 过 
其 余 的 3 人 , 就 会 与 问题 的 条 件 相 矛盾， 因此 , 不 妨 假 定 由 A 与 0 
织 成 第 二 对 ， 因 为 任何 情况 下 都 能 用 这 一 方式 表示 此 三 人 ， 我 们 
来 证 明 任 意 不 同 于 4、B 与 C 的 那 名 成 员 D 早 就 见 过 所 有 其 他 的 
旅 伴 ， 如 果 刀 以 前 未 见 到 过 4、 五 与 C 之 一 , 则 此 4 人 就 不 符合 命 
题 的 条 件 ， 另 一 方面 ， 如 果 刀 不 普 见 过 囊 ( 与 4, B,C 及 DD 不同 )， 
那么 考虑 4, B, 刀 及 至 4 人 便 又 产生 了 矛盾， 问题 15 就 得 证 了 . 

现在 , 我 们 讨论 与 问题 对 应 的 图 ， 图 的 顶点 是 旅游 者 , 两 个 顶 

。 了 1。 


点 是 邻接 的 当 且 仅 当 对 应 的 两 人 从 未 见 过 面 ， 于 是 ,5 可 以 把 问题 15 
叙述 为 : 
在 一 个 简单 图 中 ， 找 不 到 这 样 的 4 个 顶点 ， 其 中 的 任 一 项 点 至 

少 与 其 余 三 顶点 之 一 邻接 ， 求 证 ， 这 图 的 任 4 顶点 中 存在 一 孤立 

顶点 (假定 图 中 至 少 有 4 个 顶点 .) 
我 们 的 证 明 相 应 地 改变 为 : 由 于 条 件 限 制 ， 我 们 的 图 不 能 有 
G, 或 G: 那样 的 子 图 (参看 图 11)， 可 以 假定 图 中 至 少 有 两 条 边 : 
ei 与 6， 否 则 在 任 4 顶点 中 会 有 一 个 孤立 顶点 ， 我 们 的 图 没有 像 
G; 那样 的 子 图 ; 因此 ， 边 e, 与 e; 必 有 一 公共 顶点 (参看 图 12)， 

这 样 一 来 , 任 一 不 是 和 或 6 的 端点 的 顶点 就 是 孤立 顶点 ， 不 然 , 就 
会 存在 同 构 于 @ 或 Gs 的 子 图 . 

0———0 
0 一 -一 一 一 0 el 
Ci -G2 
| 图 11 z 图 12 

画图 的 要 求 并 不 规定 对 应 于 边 的 那些 线 的 具体 位 置 ; 只 是 指 
定 了 它们 的 端点 ， 这 里 要 决定 的 只 是 两 条 线 (对 应 于 两 条 边 ) 是 否 
相互 交叉 , 并 且 , 如 果 交 叉 , 是 否 存在 一 个 或 多 个 交叉 点 ， 所 以 , 图 
13 中 的 全 部 3 个 图 解 表 示 的 是 相同 的 图 . 

任意 一 个 无 孤立 顶点 的 图 可 以 看 作 一 个 运输 网 络 的 设计 图 . 

图 的 顶点 与 边 分 别 对 应 于 城镇 与 城镇 间 的 公路 ， 如 果 把 图 13 中 3 
个 两 两 同 构 的 图 看 成 是 相同 的 , 那么 可 能 引起 一 些 误解 , 因为 第 一 
”个 图 表示 从 城镇 5 根本 不 能 到 达 a, 但 第 二 与 第 三 个 图 却 上 暗示 在 
它们 之 间 有 直接 的 联络 ， 所 以 在 这 个 音义 下 , 图 13 中 前 一 个 与 后 
”两 个 是 不 能 等 同 的 。 不过， 问题 容 易 解 决 ， 只 需 假定 对 应 于 边 的 
那些 公路 是 建造 成 立体 交叉 的 ， 有 如 高 速 公 路 ， 
* 12 。 
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图 13 : 
没 着 图 G 的 边 所 对 应 的 运输 网 络 我 们 离开 城镇 < 走向 和 我 
们 可 以 经 过 一 些 城镇 , 但 每 个 不 多 于 一 次 ， 让 我 们 指出 我 们 的 路 ， 
就 是 ， 在 对 应 于 经 过 的 城镇 和 对 应 于 a 与 5 的 顶点 及 边 上 加 以 标 
记 ， G 的 标 出 的 部 分 工 也 是 一 个 图 ， 图 工 叫 做 在 a 与 5 闻 的 或 连 
达 的 顶点， 项 点 4 与 5 叫做 路 工 的 端点 ， 工 的 其 余 顶 点 山 做 路 的 
内 点 ， 显 然 地 ， 工 的 端点 与 内 点 在 图 工 内 的 次 数 分 别 是 1 与 2. 
”现在 假定 在 对 应 于 图 G 的 运输 网 络 上 有 一次 周游 ， 我 们 经 过 
你 个 城镇 至 多 一 次 , 最 后 到 达 出 发 的 城镇 . 这 一 旅行 可 类 似 地 在 图 
上 标 出 ， 标 出 的 子 图 玉 叫 做 一 个 回路 、， 玉 的 每 个 顶点 的 次 数 是 2. 


n. 如 果 把 在 一 个 ( 儿 何 的 ) 圆 局 ~ 

上 任 选 的 % 个 点 或 一 个 正 % 边 oo 

形 的 x 个 点 看 作 一 个 图 的 顶点 ， oo 0 0 

则 两 种 情形 都 画 出 一 个 长 为 


的 回路 ， 这 就 是 长 为 4 的 回路 | 
往往 也 叫做 % 边 形 的 原因 . 图 0 
14 与 15 分 别 表 示 长 为 1, 2, 3, 4 图 14 
与 5 的 路 与 回路 ， 从 顶点 数 为 n 的 一 个 回路 上 删 去 一 条 边 就 产生 
具有 % 个 顶点 的 一 条 路 ， 图 16 表示 一 个 回路 与 一 条 路 , 各 有 5 个 
顶点 ， | 

» 13 »。 


练 习 


.17， 把 图 16 看 作 单 一 的 图 , 找 出 全 部 能 从 次 数 为 1 的 一 个 顶 
点 沿 一 条 路 到 达 的 顶点 . 


解 出 练习 17, 我 们 发 现 , 选取 次 数 为 1 的 顶点 之 一 , 图 16 右 全 
的 其 余 4 个 顶点 可 以 由 上 述 的 顶点 达到 ， 而 到 达 不 了 另 5 个 顶点 
(位 于 左 侧 的 ) 中 的 任 一 个 . 称 一 个 图 是 连通 的 , 如 果 每 一 对 顶点 可 
以 由 一 条 路 加 以 连通 否则 , 就 说 它 是 不 连通 的 ， 只 有 一 个 顶点 的 
,也 说 它 是 连通 的 ， 显 然 , 任 一 路 或 任 一 回路 是 连通 的 ， 车 一 个 
图 是 连通 的 ， 那 么 与 它 同 构 的 图 也 是 连通 的 ， 车 一 个 图 是 不 连通 
的 , 则 所 有 与 它 同 构 的 图 也 是 不 连通 的 ， 图 13 中 的 每 个 图 是 不 过 
通 的 ， 每 个 图 含有 连通 的 子 图 , 例如 , 有 唯一 的 顶点 或 有 单一 的 边 
加 上 它 的 两 个 端点 一 一 后 者 , 自然 假定 图 是 有 边 的 . 
ss 了 了 。 


图 G 的 一 个 子 图 , 若 它 是 连通 的 , 但 添加 的 一 顶点 或 边 就 引 
出 一 个 不 连通 子 图 则 称 为 一 个 分 支 ， 更 确切 地 说 ， G 的 一 个 分 支 
是 @ 的 这 样 一 个 子 图 ， 它 是 连通 的 并 且 不 真 包含 于 CG 的 任 一 连通 
子 图 内 ， 例 如 ,车 9 是 整个 图 9 所 示 的 图 , 则 G 包含 着 13 个 分 支 : 
图 形 的 第 一 与 第 二 行 分 别 包含 9 个 与 4 个 分 支 ， 一 个 连通 图 仅 有 
一 个 分 支 ( 即 其 本 身 )， 至 少 有 两 个 分 支 的 图 不 能 是 连通 的 ， 因 为 
决 不 能 有 一 条 边 把 属于 不 同 分 支 的 两 个 顶点 加 以 连通 . 


问 题 . 

18， 一 个 连通 图 , 至 少 含 有 两 个 顶点 , 其 边 数 小 于 顶点 数 ， 求 
下 此 图 含有 次 数 为 1 的 顶点 ， z : 

1， 芭 有 22 个 电话 交换 台 . 求证 : 如 果 每 架 电 话 交换 台 与 至 
少 ? 个 台 有 直通 线 路 ， 那 么 其 中 的 任 两 个 台 之 间 一 次 通话 永远 是 
可 能 的 (或 许 通过 别 的 交换 台 )， 

20， 求 证 : 大 在 % 个 电话 交换 台中 的 任 两 者 间 总 可 以 通话 ， 
则 至 少 有 ?一 1 条 直通 线路 存在 着 . 


为 解 出 问题 18, 假设 连 通 图 G 有 %2 个 顶点 由 于 G 是 过 
通 的 ， 不 含 任何 孤立 顶点 ， 要 是 它 不 含 次 数 为 1 的 顶点 ， 每 个 顶 
点 的 次 数 就 会 不 小 于 2， 于 是 , 它们 的 和 至 少 是 2n, 由 此 G 至 少 有 
n 条 边 ， 因 为 , 根据 命题 8, 顶点 的 次 数 和 是 边 数 的 两 倍 ， 

问题 19 与 20 以 下 列 方 式 确定 图 : 图 的 顶点 表示 电话 交换 台 ， 
当 且 仅 当 对 应 的 两 电话 交换 台 间 有 直通 线路 时 ， 两 个 顶点 是 邻接 
的 ， 问 题 19 可 改 述 为 下 列 命题 


Mr TT pr Te ee ee er 


小 于 则 图 是 连通 的 . 
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假定 命题 不 真 ， 即 假定 图 包含 多 于 一 个 的 分 支 ， 则 存在 一 个 
分 支 ， 其 中 至 多 含有 % 个 顶点 ， 这 个 分 支 的 任 一 顶点 p 只 能 与 本 
分 支 的 顶点 邻接 ， 因 此 , p(p) 三 n 一 1, 因为 图 是 简单 的 ; 但 这 个 事 
实 是 与 关于 次 数 的 假定 矛盾 的 ， 所 以 我 们 的 图 只 有 一 个 分 支 ， 即 
图 是 连通 的 . 

我 们 强调 指出 , 一 个 具有 22 个 顶点 的 简单 图 ， 其 每 个 顶点 的 
次 数 至 少 为 2 一 1， 并 不 充分 地 保证 它 是 连通 的 ， 辟 如， 车 一 个 图 
具有 两 个 分 支 , 两 者 都 是 顶点 数 为 的 完全 图 , 虽然 每 个 顶点 的 次 
数 为 4 一 1, 此 图 并 不 是 连通 的 . 

如 能 证 明 一 个 具有 个 顶点 的 简单 的 连通 图 至 少 有 ?一 1 条 
边 , 问题 20 便 得 以 解决 ， 我 们 利用 连通 图 的 下 述 性 质 : 车 把 一 个 
连通 图 的 顶点 任意 地 分 成 两 个 组 ， 则 总 有 图 的 边 联结 不 同 组 的 顶 
点 (参看 命题 25 的 证 明 ). | 

设 p 是 具有 ?个 顶点 的 简单 连通 图 @ 的 任 一 顶点 . 车 它 不 
是 G 的 仅 有 的 顶点 , 可 设 p, 属于 前 述 的 两 组 之 一 ， 所 以 G 含 有 关 
联 于 pi 的 一 条 边 e， 以 ps 表示 关联 于 ei 的 另 一 顶点 ， 若 @G 还 含 
有 项 点 (不 同 于 2 和 2), 则 让 人 与 2 构成 两 组 之 一 ， 因 此 , 必 存 
在 @G 的 一 条 边 es 它 有 下 列 性 质 : /下 
其 端点 之 一 是 Di 或 者 Pz; 和 磋 六 一 / 
端点 既 非 p; 又 非 ps 把 后 一 端点 1 
记 为 ps. 显然 ， el 和 关 e*. 图 17 表 
了 明证 明 的 下 一 步骤 .把 顶点 分 成 、 
两 组 的 新 的 安排 用 虚线 指出 . 继 ““” 图 17 
续 使 用 这 一 方法 便 得 到 G 中 的 4 一 1 条 边 ， 从 而 , 命题 得 证 . 

我 们 来 证 明 用 于 解决 问题 20 的 那个 命题 , 在 图 不 是 简单 图 时 
仍然 成 立 ， 若 G 是 % 个 顶点 的 连通 的 图 , 但 不 是 简单 图 , 则 可 先 删 
去 它 的 所 有 的 环 . 所 得 的 具有 ?个 顶点 的 图 G1 是 G 的 一 个 连通 子 
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图 ， 若 G 的 两 个 顶点 不 止 用 一 条 边 联结 , 则 删 去 一 些 边 使 之 恰 留 
一 条 .所 得 的 图 Gs 是 G 的 一 个 简单 的 连通 子 图 ， 上 面 已 证 明 的 
命题 表明 : Gs 至 少 含有 n 一 1 条 边 ， 由 于 Ga 的 边 也 是 G 的 边 , 我 
们 已 证 明了 : 

22， 且 有 个 顶点 的 连通 图 至 少 含有 az 一 1 条 边 . 


命题 22 也 可 以 对 % 用 归纳 法 来 证 .在 4=1 时 命题 显然 成 


立 ， 在 7 宇 1 时 , 假定 每 个 顶点 数 为 ?的 连通 图 至 少 有 * 一 1 条 边 ， 
我 们 证 明 每 个 顶点 数 为 4-+1 的 连通 图 有 %* 条 边 ， 设 G 是 一 个 有 
7 十 1 个 顶点 的 连通 图 , 假如 G 不 含 二 1 条 边 ， 则 据 命题 18, G 中 
有 一 次 数 为 1 的 顶点 ， 删 去 这 样 的 一 个 顶点 ， 以 及 关联 于 它 的 单 
一 的 边 , 就 得 到 一 个 顶点 数 为 4%， 显然 也 是 连通 的 图 ， 由 归纳 假 
设 , 这 图 含有 7 一 1 条 边 , 连同 被 删 去 的 那 条 边 , 就 使 图 G 有 了 % 条 
边 . 

命题 22 已 由 两 种 方式 得 证 ， 应 当 指出 , 若 把 第 一 种 证 明 加 工 
得 细致 一 点 ， 同 样 是 一 种 归纳 证 明 ， 在 第 一 种 证 明 中 的 归纳 推理 
是 数学 归纳 法 的 一 种 粗糙 的 形式 ， 


回 题 
“23， 求 证: 一 个 图 , 每 个 顶点 的 次 数 至 少 是 2, 就 含有 一 个 回 
路 . 
24， 设 一 个 图 包含 连通 顶点 9 与 的 一 条 路 ， 又 包含 连通 顶 
点 5 与 的 一 条 路 ， 证 明 “ 与 c 也 能 沿 着 一 条 路 互相 到 达 . 


为 解 问题 23， 我们 从 图 的 任 一 顶点 出 发 ， 沿 着 边 走 ， 每 个 顶 

点 的 次 数 至 少 是 2 ， 所 以 , 车 我 们 到 达 一 个 以 前 未 到 过 的 顶点 , 我 
们 的 行程 就 能 继续 下 去 。 一 旦 我 们 不 能 继续 我 们 的 行程 ， 就 表示 
9 


我 们 来 到 了 一 个 我 们 已 到 过 的 项 点， 与 此 间 时 ， 我 们 正好 有 了 一 
个 回路 . 

下 面 将 给 出 问题 23 的 另 一 解 ， 所 用 的 方法 也 党 用 于 许多 别 
的 问题 ， 

最 长 路 方法 设 工 是 图 G 的 最 长 路 之 一 ， 它 的 长 是 m， 它 的 
端点 之 一 是 a ， 我 们 考察 G 中 关联 于 4 的 那些 边 ， 其 中 任 一 边 的 
另 一 端点 必 属于 工 , 不 然 , 把 这 例外 的 边 演 加 到 工 上 去 ， 就 会 得 到 
一 条 更 长 的 路 ， 上 述 讨论 表明 , 若 G 是 简单 图 , 则 p(o) 挟 m。 

让 我 们 回 到 问题 23 .车 G 的 每 个 顶点 的 次 数 至 少 为 2, 则 a 
还 关联 于 不 属于 工 的 某 边 e , 车。 是 环 ， 则 它 本 身 就 是 一 个 回路 . 
否则 , 边 。 的 另 一 端点 5 (不 同 于 a ) 属 于 工 ， 工 的 子路 ,连通 a 与 
5 的 ,其 本 身 也 是 路 , 与 边 。 一 起 构成 一 个 回路 ， 这 就 证 明了 问题 
23 的 命题 . 

以 G 表 示 问 题 24 的 图 . 如 果 我 们 沿 着 图 G 的 边 行走 ， 显然 
可 以 从 顶点 4 到 达 c : 我 们 先 沿 
着 路 二; 来 到 5 , 再 走 完 连通 顶点 
5 与 。 的 路 La， 所 走 过 的 边 的 序 
列 ,无论 如 何不 一 定 是 一 条 路 . 璧 
如 图 18 所 示 的 图 中 ， 了 与 也。 分 
别 由 实 线 与 虚线 指明 .， 不过， 此 
时 也 存在 连通 a 与 c 的 一 条 路 : 沿 着 边 {a, 4), fa, 月 ,及 {f,c}、 像 
这 样 的 一 条 路 在 一 般 情 况 下 ， 总 能 按 下 述 方式 (利用 路 L 及 LL) 
得 到 : 我 们 从 a 出 发 , 沿 着 工 , 的 边 走 , 到 达 ;的 一 个 顶点 (这 顶点 
可 能 与 a 相 重 ). (这 样 的 顶点 总 能 找到 , 因为 5 是 同时 属于 工 ! 与 
7。 的 . ) 从 这 个 顶点 我 们 沿 着 工 , 的 边 一 直 走 到 c ， 这 样 一 来 ， 就 
产生 了 合 要 求 的 一 条 路 . 

在 问题 24 的 图 G 中 , 具有 所 求 性 质 的 一 条 路 也 可 按 下 述 方式 
6 18 。 


选取 : 从 5 出 发 沿 着 Li 的 边 走 ， 在 这 过 程 中 ， 我 们 包括 了 一 些 也 
属于 石 的 顶点 ; 了 一 定 属于 这 些 顶点 (在 我 们 的 图 形 中 ,e,z 与 f 
也 如 此 )， 设 了 是 具有 这 一 性 质 的 最 后 的 顶点 (在 此 , ?=f)， 车 我 
们 沿 着 5 的 边 从 a 来 到 7p， 再 从 了 在 区 的 边 上 走 到 。 ;就 得 到 一 
”条 符合 要 求 的 路 . : 

在 问题 24 的 解 中 ,路 工 ,是 连通 图 G 的 一 个 子 图 ， 考 赛 边 {6， 
用, 它 的 端点 恰 有 一 个 属于 子 图 Ll ， 对 于 子 图 5 与 边 {a, d},， 有 
同样 的 话 可 说 ， 下 列 一 般 的 命题 成 立 , 稍 后 还 将 经 常 应 用 它 . 

25， 基 连通 图 G 的 子 图 G， 不 含 G 的 会 部 顶点 ， 则 G 中 有 不 
属于 G' 的 一 条 边 ， 它 的 一 个 端点 在 G' 内 而 男 二 端点 不 在 G' 内 . 

为 证 这 一 命题 , 设 p 与 9 是 G 的 两 个 顶点 ,其 中 的 p 属 于 G 
而 9 不 展 于 G' .由 于 G 是 连通 的 , 总 有 一 条 路 工 连通 2? 与 9 .从 
2 出 发 , 沿 着 路 工 走 到 G' 的 顶点 止 ， 则 此 路 的 最 后 一 条 边 有 指定 
的 性 质 . 

下 述 命题 , 也 很 有 用 , 可 类 似 地 证 明 : 

26. 者 连通 图 的 了 图 0 ,不 使 < 的 所 有 的 演 ， 则 可 以 找到 

值得 注意 的 是 全 后 归 先后 这 到 ( 扩 ) 的 项 点 在 后 几 
个 命题 的 证 明 中 起 着 重要 的 作用 . 这 一 方法 也 被 应 用 于 一 些 其 它 
的 问题 ， 


练 习 
27， 画 出 全 部 具有 4 个 顶点 的 简单 图 
28. 找 出 具有 4 个 顶点 的 那样 一些 简单 图 ， 它 们 都 同 构 于 和 
已 的 补 图 ，( 这 样 的 图 叫做 自 补 图 ) 
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29， 试 证 ，3.、4 或 5 人 的 小 组 不 一 定 包 括 满 足 问题 4 所 要 求 
的 3 个 人 ; 而 多 于 6 人 的 小 组 就 一 定 包括 这 样 的 3 个人, 
30. 一 :个 图 , 其 中 每 个 顶点 的 次 数 小 于 3 , 说 出 它 的 分 支 ， 
31. 具有 8 个 或 9 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 次 数 不 小 于 3 的 不 过 
通 简 单 图 有 和 多少 个 ? 
32、 画 出 具有 7 个 顶点 与 15 条 边 的 简单 的 不 连通 图 ， 


问 题 


33. 在 4 个 运动 队 间 安 排 了 一 项 竞赛 . 已 赛 完 ?二 1 局 求 
证 存在 一 个 队 , 它 已 至 少 参 加 过 3 局 比赛 
34， 以 4 表示 图 的 顶点 的 任 一 子 集 ， 设 是 恰 有 一 个 端点 在 
4 内 的 那些 边 的 数目 ， 试 证 下 列 命题 : 车 在 4 内 的 奇 次 顶点 的 个 
数 是 偶数 , 则 天 是 偶数 ; 否则 是 奇数 . 
835， 以 一 些 圆 ( 圆 面 ) 履 盖 平 面 上 取 定 的 24. 个 点 ， 试 证 : 若 每 
“个 贺 至 少 覆 盖 * 十 1 个 点 , 则 任意 两 个 点 能 由 平面 上 的 一 条 线 所 联 
结 ， 而 这 条 线 整 个 地 被 一 些 圆 所 覆盖 . z 
36 求证: _ 个 连通 图 ,着 其 中 每 个 顶点 的 次 数 是 2 则 是 一 
个 加 路。 / 
37， 试 确定 是 否 存在 一 个 不 连通 的 简单 图 ， 其 顶点 数 不 大 于 
6 , 且 每 个 顶点 的 次 数 是 2. 
38， 有 多 少 顶点 数 为 6 的 简单 图 , 其 每 个 顶点 的 次 数 是 2 (或 
3)? 
39. 有 多 少 简单 图 , 其 顶点 数 是 5 , 而 其 边 数 分 别 是 4 或 63 
40. 有 多 少 顶 点 数 为 5 的 自 补 简单 图 ? 
41， 有 多 少 顶点 数 为 5 的 简单 图 ? 
42， 求 证 : 对 于 一 个 任意 的 简单 图 , 此 图 或 其 补 图 是 连通 的 ， 


43， 一 个 连通 图 ， 含 有 长 为 on 的 路 ， 不 含 任何 其 长 大 于 n 的 
路 ， 求 证 : 任 两 条 长 为 mr 的 路 有 公共 顶 扩 ， | 

44， 求 证 ， 一 个 无 环 的 图 , 车 每 个 顶点 的 次 数 不 小 于 3 , 就 含 
有 长 汽船 数 的 一 个 回路 . 

45， 一 个 图 的 每 个 顶点 的 次 数 不 小 于 3 。 求 证 不 存在 大 于 2 
的 整数 , 它 能 整除 每 个 回路 的 长 ， 
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第 二 章 树 与 林 


第 一 章 的 命题 20 也 可 叙述 为 : 为 要 联络 4 个 电话 交换 台 ， 至 
少 需要 ?一 1 条 直通 线路 . 现在 的 问题 足 描述 使 直通 线路 数 为 极 小 
的 通讯 网 络 . 用 图 论 的 术语 来 说 就 是 要 刻画 具有 %* 个 顶点 和 最 小 
边 数 的 连通 图 的 特征 .在 证 明 第 一 章 的 命题 20 的 过 程 中 , 已 经 证 
过 : 其 有 % 个 顶 皮 的 连通 图 至 少 含有 7 一 1 条 边 ， 


练 习 
1， 当 n=1,2,3,4, 5, 6 与 7 时 , 夯 出 侈 部 具有 % 个 顶 吉 与? 
一 1 条 边 的 连通 图 . 
2， 当 n 二 1, 2, 3, 4, 5,6 与 7 时 ， 夯 出 全 部 具有 % 个 顶点 而 不 
含 回 路 的 连通 图 ，- 


当 ?4 伴 人 时, 练习 1L 有 多 个 解 ， 例如 ,车 n=6, 就 有 如 图 19 所 
列 的 解 ， 提 示 : 这 时 就 最 长 路 的 长 为 5、4、3 .与 2 等 情况 来 求解 . 
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”连通 图 G 中 被 删 去 的 是 回路 天 的 


注意 :; 练习 2 与 练习 1 有 相同 的 解 ， 一 个 无 回路 的 连通 图 像 
树枝 ， 如 果 一 个 图 连通 旦 无 回路 , 就 称 它 为 树 ， 


问 题 
3 求证 : 从 一 个 连通 图 的 任 一 回路 出 去 一 条 边 局 所 得 的 图 仍 
是 连通 图 . 
4. 求证 : 具有 % 个 顶点 及 至 少 % 条 边 的 图 含有 一 回路 ， 
在 解 问题 3 时 ， 不 妨 假 定 删 - 
去 的 边 不 是 环 ， 因 为 删 去 一 个 环 
并 不 改变 图 的 连通 性 ， 现 在 ， 设 


边 {e,5} (参看 图 20). 治 着 (G 内 人 
的 ) 这 条 边 我 们 可 以 从 a 到 5 (或 图 20 
从 5 到 a). 但 沿 着 玉 中 其 余 的 边 我 们 在 删 过 以 后 的 图 中 也 能 出 
a 到 5 (或 反之 )、 如 果 这 路 线 包含 回路 ， 则 应 把 回路 省 略 掉 ， 岂 
于 任意 一 对 点 之 间 的 边 列 总 含有 一 条 路 , 所 以 新 图 也 是 连通 的 . 
由 问题 3 可 知 , 具有 个 顶点 及 # 一 1 条 边 的 连通 图 不 包含 任 
何 回路 ; 如 果 含 有 回路 ， 从 回路 上 任 删 一 边 就 得 到 具有 2# 个 顶点 
及 7 一 2 条 边 的 连通 图 , 但 这 事实 与 已 知 的 下 述 事 实 是 矛盾 的 : n 个 
项 点 的 连通 图 至 少 有 2 一 1 条 边 ， 因 此 , 练习 工 的 解 , 对 任意 2, 简 
化 了 练习 2 . 于 是 ， 下 述 命题 成 立 . 它 也 是 具有 极 小 边 数 的 连通 


图 的 典型 性 质 . 


5. 具有 + 个 顶点 及 nn 一 =1 条 边 的 连通 图 是 树 . 
问题 4 的 作 题 ， 对 % 用 归纳 法 证 明 ， 当 w=1 时 ， 命 题 显然 
成立 .我 们 假设 对 于 某 mn 三 1， 具 有 % 个 顶点 与 至 少 有 % 条 边 的 
得 个 图 售 有 一 个 回路 ， 须 证 具有 3 十 1 个 顶点 与 至 少 1% 十 1 条 边 的 
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图 G 也 含有 一 个 回路 ， 我 们 用 最 长 路 方法 来 证 (参看 第 一 章 )， 阁 
G 中 最 长 路 之 一 的 一 个 端点 ， 其 次 数 大 于 1， 则 图 中 显然 存在 
一 个 回路 ， 否 则 可 从 G 删 去 一 个 次 数 为 1 的 顶点 及 与 之 关联 的 单 
个 的 边 ， 则 新 图 含有 % 个 顶点 与 至 少 % 条 边 ， 并 且 由 妇 纳 假设 含 
有 一 回路 ， 由 于 这 回路 也 含 于 G, 于 是 命题 得 证 . : 

因为 每 个 具有 个 顶点 的 达 通 图 至 少 有 # 一 1 条 边 , 问题 4 表 
明 每 个 具有 个 顶点 而 无 回路 的 连通 图 , 恰 有 一 1 条 边 . 这 样 , 练 
习 2 解 中 的 图 是 树 ， 对 于 每 个 *， 满 足 练 习 1 的 条 件 ， 所 以 我 们 
有 : 

注意 全国 4 也 可 用 来 有 光一 新 的 练习 23, 因为 ， 各 果 图 中 每 
个 顶点 的 次 数 不 小 于 2 ,具有 1 个 顶点 的 图 至 少 含有 * 条 边 . 

一 个 链 烷 烃 分 子 由 4 个 磋 原子 与 24 十 2 个 氨 原 子 组 成 : 

CnH ,> (n=1, 2, +**), : 

它们 的 分 子 模型 可 以 用 连通 图 来 表示 .按照 化 合 价 , 碳 、 氨 原 

子 所 对 应 的 顶点 分 别 有 次 数 为 4 与 1 


练 习 


型 ， 


当 n 二 1, 2, 3 时 , 每 种 情况 找到 唯一 的 图 ， 分 别 是 甲 烧 , 乙 烷 、 
丙烷 的 模型 , 如 图 21 所 示 . 元 素 的 化 学 符号 写 在 对 应 于 顶点 的 小 
轿 里 ， 当 n=4 时 , 存在 两 个 图 ， 对 应 的 化 合 物 叫 同 分 异 构 体 ， 
22 表示 丁 烷 的 两 个 同 分 异 构 体 ( 当 a>4 时 , 就 有 更 多 的 同 分 异 构 
体 ). 


? 24 : 


正 J 统 蜡 丁 烷 


| 问 是 
_8， 求 证 : 链 烷 烃 的 通 式 表示 的 是 脂肪 族 化 合 物 ， 即 其 分 子 模 
-型 是 树 ， 
9， 求 证 下 述 命题 ; 若 无 环 的 图 仅 有 一 个 项 点 或 者 每 两 个 项 点 
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间 有 唯一 的 一 条 路 使 它们 连通 , 则 该 图 是 树 ; 反之 , 一 棵 树 ， 不 含 
“任何 环 , 并 且 要 么 含 单一 的 顶点 ,要 人 么 每 两 个 项 点 间 有 唯一 的 一 条 
路 连通 . 

10， 考 虑 平面 上 (或 空间 内 ) 的 若干 个 点 ， 其 各 对 点 间 的 距离 
互 不 相等 ， 从 每 个 点 到 离 本 身 最 近 的 点 画 上 直线 段 ， 求 证 此 时 不 
会 出 现 封闭 的 多 边 形 . 


问题 8 中 链 烧 烃 分 子 CsHonyz 的 图 的 模型 有 3a 十 2 个 顶点 ， 
次 数 为 4 与 1 的 顶点 数 分 别 有 及 2a 十 2 个 ， 由 于 一 个 图 的 次 数 
和 为 其 边 数 的 两 信 ( 第 一 章 命题 8)， 所 以 , 上 述 图 的 边 数 为 


(4n+2n 十 2) 二 3n 十 1， 


恰好 比 顶 点 数 少 1 。 又 对 应 于 分 子 模型 的 图 是 连通 的 , 据 命题 5 ， 
这 样 的 图 是 树 。 

我 们 来 解 问题 9 假设 图 G 无 环 ， 不 止 一 个 顶 起 任 两 顶点 间 
只 以 一 条 路 连通 , 则 G 是 连通 图 , 且 不 含 单个 边 的 回路 但 车 G 内 
有 一 更 长 的 回路 ， 则 回路 的 任 两 顶点 a 及 把 回路 分 成 两 条 路 ， 
它们 都 连通 a 与 65, 巴 盾 于 题 设 . 

反之 , 设 G 是 树 ， 由 于 树 不 含 回路 ， G 显然 无 环 , 因为 环 本 身 
就 是 一 个 回路 。G 是 连通 的 , 所 以 G 或 者 只 含 单个 顶点 , 或 者 其 中 
任 两 顶点 间 有 G 中 的 一 条 路 连通 ， 假 设 在 a 与 5 间 至 少 存在 两 条 
路 二 及 L,， 这 些 路 闻 至 少 有 一 条 边 不 同 。， 从 a 出 发 ， 沿 闭路 工 ， 
及 Lo， 一定 能 找到 一 个 顶点 c , 两 条 路 在 此 分 叉 ( 即 两 条 路 的 下 一 
条 边 是 不 同 的 )， 顶 点 6 与 a 可 以 枯 重 ， 我 们 从 “ 起 把 工 ' 与 ,的 
边 标 出 ， 一 直到 它们 的 下 一 个 公共 项 点， 这样 的 公共 顶点 一 定 能 
找到 , 它 可 以 是 5， 标 出 的 边 组 成 G 的 一 个 回路 ， 这 与 假设 矛盾 ， 
问题 9 得 解 ， : 
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把 问题 10 中 的 点 与 直线 段 分 别 看 作 是 图 G 的 顶点 与 边 ,这 图 
的 每 个 回路 , 同时 是 一 个 乡 边 形 ， 因 此 , 车 命题 成 立 ， 图 必 不 含 回 
路 ，、 不 过 , 只 证 了 C 不 含 回路 是 不 充分 的 , 因为 即使 是 G 内 不 存在 
回路 , 仍 可 能 产生 封闭 的 多 边 形 。 比 如 图 23 中 局 限于 阴影 部 分 是 
一 个 封闭 的 多 边 形 (显然 , 这 里 问题 的 条 件 并 不 满足 ). 要 是 一 个 封 
闭 的 多 边 形 不 等 同 于 G 的 任 一 回路 ， 则 多 边 形 必然 有 一 边 不 是 G 


图 23 图 24 

的 边 ， 即 有 一 边 延 长 后 才能 成 为 G 的 边 ， 设 图 24 中 的 边 e= {a， 
6} 是 这 样 的 一 条 边 。 多 边 形 的 顶点 c 一 定 不 是 图 的 顶点 , 因为 , 如 
果 它 是 图 的 顶点 ， 则 线段 a3 就 与 条 件 不 符 ( 即 在 。 与 # 间 的 距离 
及 "与 5 间 的 距离 都 小 于 2 与 间 的 距离 ) ， 这 事实 表明 线段 'q2 
与 cd 相交 ， 所 以 ; 若 一 个 封闭 的 多 边 形 不 等 同 于 G 的 任 一 回路 ， 
就 存在 相交 的 两 线段 . 

现在 ， 我 们 来 证 根本 不 存在 相交 的 线段. 我 们 作出 相反 的 候 
没 : 假设 联结 与 5, 的 线段 与 联结 oa 与 5; 的 线段 有 公共 点 p ( 参 
看 图 25)。 以 且 与 有 分 别 表 示 从 5 与 5 到 的 距离 . 我 们 要 证 
hi 过 hp。， 如 若 不 然 , 即 太 兰 和 这 关系 表明 线段 a15, 至 少 有 aip 与 
?bs 一 起 那么 长 ， 但 这 后 两 线段 的 长 度 和 大 于 5b1 与 al 间 的 距离 
因为 两 点 间 的 联 线 以 直线 段 为 最 短 , 而 a1 与 5; 间 的 距离 小 于 a 与 
5: 间 的 距离 ; 这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 直线 段 是 画 在 ai 与 51 间 的 ， 所 
以 ,我 们 有 如 < 之 ho， 在 这 一 讨论 中 ，hi 与 如 所 起 的 作用 是 无 差别 
的 ， 同 样 的 推理 也 可 证 明 有 <， 于 是 ， 所 产生 的 矛盾 证 明了 线 
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图 25 图 26 
段 必 互 不 相交 , 即 任 一 封闭 的 多 边 形 必 为 G 的 回路 . 

最 后 , 证 明 G 不 含 回路 ， 我 们 作 相反 的 假定 , 设 K 是 G 的 一 个 
回路 ， 据 问题 的 条 件 ， 玉 有 不 同 长 度 的 边 ， 设 其 最 长 边 为 {a, 5)， 
其 长 度 为 ,在 画 出 这 条 边 时 , 一 定 必须 从 a 或 5 开始 (看 图 26)， 
但 a 与 al 间 的 距离 及 5 与 5 间 的 距离 都 小 于 .因此 边 {a,5} 根 
本 不 能 被 画 出 来 ， 因 此 ， 不 可 能 有 回路 存在 . 这 就 证 明了 问题 10 


所 述 的 命题 . z 
根据 这 问题 的 条 件 画 出 的 图 不 含 回 路 ， 但 它们 不 一 定 是 树 
《也 可 能 在 在 不 连通 的 图 ). 例 如， 考虑 5 个 点 ， 它 们 分 别 表示 伦 
敦 \ 剑 桥 、 牛 津 、 曼 彻 斯 特 及 利物浦 ， 图 27 表示 对 应 的 图 ，( 在 图 
上 只 标 出 各 城市 的 为 首 的 字母 ,) 
M 工 
co 一 一 0 


一 ie ， 


.0 

图 27 

车 一 个 图 不 仿 同 路 就 称 此 图 为 林 ， 一 个 林 的 分 支 显然 是 树 
(一 个 连通 的 林 本 身 是 树 ) 。 与 问题 10 有 关 的 各 图 都 是 林 . 
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练 习 
11， 在 图 28 所 示 的 图 中 , 找 出 一 个 连通 子 图 ， 它 含有 图 的 每 
个 顶点 ， 但 不 含 回 路 ， ” 


z 图 28 
”12， 在 图 28 所 示 的 图 中 , 有 多 少 个 回路 ? 


| z 问 题 
”13. 求证 : 具有 个 分 支 与 4 个 顶点 的 一 个 图 ， 至少 有 n 一 8 
条 边 . | 
14 求证 : 具有 个 分 支 、n 个 顶点 与 。 条 边 的 图 至 少 有 。- 
%#* 十 个 回路 . 
15。 沿 用 前 两 个 问题 的 记 法 , 求证 : 车 e 一 x 十 k=0, 则 图 是 林 ; 
反之 , 大 图 是 林 , 则 有 e 一 n 十 =0. 


练习 i1 可 利用 问题 3 很 容易 地 解决 . 从 每 个 回路 删 去 任 一 
边 . 若 所 得 的 图 仍 含 有 回路 ， 则 删 去 回路 的 另 一 边 ， 如 此 下 去 . 
最 后 可 能 出 现 的 情形 之 一 如 图 29 所 示 ; 其 中 的 虚线 表示 被 删 去 的 
边 ， 
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连通 图 G 的 子 图 五 叫做 一 探 生 成 社 , 如 果 厂 是 树 , 并且 包含 G 

的 每 个 顶点 ， 不 含 于 了 的 G 的 边 叫 做 下 的 花 或 连接 线 . 
” 解 练习 11 ,结果 是 生成 树 (图 29). 图 29 中 的 碟 线 是 这 生成 
树 的 纺 ， 由 上 述 获得 生成 树 的 方法 , 引出 下 述 的 一 般 命题 : 


图 29 


16， 每 个 连通 图 有 一 生成 树 ， 

树 显然 从 有 一 棵 生成 树 , 即 其 本 身 ， 另 一 方面 , 若 连 通 图 由 一 
个 或 几 个 回路 组 成 , 则 它 有 更 多 的 生成 树 ， 例 如 , 图 30 表示 图 28 
中 的 图 G 的 生成 树 耳 , 它 不 同 于 图 29 所 示 的 生成 树 ( 两 个 生成 树 ， 
由 G 的 不 同 边 组 成 , 就 认为 它们 是 不 同 的 , 虽然 它们 是 同 构 的 ， 此 
外 , 在 G 中 也 容易 找到 不 同 构 的 生成 树 , ) 下 列 边 是 丈 的 弦 ; el 、e,、 
es、e4 与 es，e1 的 两 个 端点 4 与 5 (与 9 的 任何 顶点 一 样 ) 都 属于 
刀 、 参 看 问题 9 , 顶点 o 与 2 丛 由 三 内 的 一 条 路 所 连通 . 这 条 路 与 
弦 el 合成 一 个 回路 ， 一 个 环 就 是 一 条 弦 , 其 本 身 组 成 一 回路 . 这 些 
事实 在 一 般 情况 下 也 是 正确 的 , 可 表述 如 下 : 

17， 设 也是 连通 图 G 的 一 棵 生成 树 ， 而 。 是 且 的 一 一 条 弦 ， 则 
刚好 存在 G 的 一 个 回路 ， 它 含有 边 。， 而 不 含有 的 任何 别 的 
驼 ， | 
一 个 回路 叫 作 关于 也 的 基本 回路 , 洛 它 从 全 有 万 的 一 条 弦 这 
些 回路 的 金 体 叫 做 关于 五 的 基本 回路 组 ， 图 31 以 分 解 形式 表 出 图 
30 中 的 图 关于 的 全 部 基本 回路 ， 尽管 图 还 包括 别 的 回路 ， 利 用 
* 30 * 


图 31 

问题 9 的 命题, 这 些 回路 可 由 考虑 下 述 问题 而 轻易 地 找 出 : 一 个 图 
中 有 多 少 个 回路 是 分 别 含有 2, 3, … 条 弦 的 ， 下 列 的 数 对 表示 那么 
一 些 若 对 的 下 标 ， 这 些 弦 对 是 与 盏 的 一 些 边 合成 回路 的 : (1, 2)， 
(1, 3), (1 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)， 类 似 地 , 含有 三 张 的 回路 可 用 
三 下 标 集 来 表 出 ， (1, 2, 3) 及 (1,2, 4). 加 上 5 个 基本 回路 。 练习 
12 便 得 解答 : 图 28 由 13 个 回路 组 成 . | 

”所 命 题 6， 具 有 个 顶点 及 e 条 边 的 连通 图 G 的 生成 树 一 律 
由 2 一 1 条 边 组 成 ; 因此 ， 任 一 生成 树 的 总 数 为 e 一 (一 1) 二 e 一 n 
+1， 据 命题 17，G 的 每 个 基本 回路 组 有 e 一 2 十 1 个 回路 ， 同 时 ， 
问题 13 及 14 当 图 是 连通 时 , 即 +=1 这 一 特殊 情况 下 , 得 到 解答 . 
G 的 基本 回路 数 并 不 总 是 大 于 e 一 十 1 的， 例如， 图 32 的 图 , 由 
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3 个 回路 组 成 ， 这 些 回路 都 是 关于 由 实 线 指出 的 生成 树 的 基本 回 
路 ， 由 于 e 一 n 十 1 二 3, 图 的 全 部 回路 是 基本 的 . 

如 果 我 们 从 一 个 非 连通 图 G 的 每 个 分 支取 一 棵 生成 树 , 那么 ， 
我 们 就 得 到 一 个 林 ， 我 们 把 它 吊 作 G 的 生成 林 .， 以 % 与 # 分 别 记 
G 的 顶点 数 与 分 支 数 ,以 7, 记分 支 的 生成 树 (i ==1, 2, …, 妈 ,它们 
合成 具有 e 条 边 的 一 个 生成 林 ， 最 后 , 设 mw 与 e; 分 别 是 ;的 顶 
点 数 与 边 数 , 则 

Ni 十 入 2 十 于 十 二 多 ， 


ei 二 es 二 '''+e, 一 


又 ， 根据 命题 6 J 
el 一 天 —1, 
e: 二 hs —1, 
er 一 9? 一] 
个 方程 相 加 , 再 应 用 前 面 的 两 个 等 式 , 有 
e=n—k 


数 n 一 叫做 图 G 的 秩 , 并 记 为 p(G)， 秩 表示 G 的 任 一 生成 
林 的 边 数 ， 于 是 , 问题 13 也 得 到 解答 ， 图 的 弦 与 基本 回路 是 各 个 
分 支 的 弦 与 基本 回路 的 综合 、 图 有 e 一 2 十 有 条 弦 以 及 同 数目 的 基 
本 回路 ， 于 此 , 也 解答 了 问题 14. 

为 解 问题 15， 先 设 图 满足 方程 。 一 n 十 t=0， 于 是 图 不 含 弦 ， 
必 为 林 ， 反 之 ， 设 具有 个 分 支 的 图 是 林 ， 则 其 本 身 是 一 个 生成 
林 , 不 含蓄 , 旭 e 一 nn 十 k=0.， 

丫 题 14 与 问题 15 引出 下 列 定义 : 数 e 一 n 十 k 叫做 图 的 图 数 ， 
或 零度 , 记 为 L(G). 

总 之 , 有 : 
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度 w(G) en 是 G 的 任 一 生成 林 的 纺 数 ,同时 ， 也 是 图 的 
“现在 , 给 出 图 论 的 两 个 典型 的 应 用 ， 首 先 关 谍 计划 一 个 特定 
活动 的 最 经 济 方法 ; 然后 讨论 计算 电网 络 的 一 个 简化 方法 ， 在 两 
个 问题 中 都 强调 了 生成 树 及 基本 回路 组 概念 的 重要 性 . 


建立 无 回路 网 络 的 经 济 的 方法 

为 了 给 一 些 乡村 联合 供水 , 必需 在 各 村 间 建 造 管线 系统 , 设计 
规划 自然 得 考虑 经 济 的 和 其 他 的 因素 ,往往 需 画 一 个 略图 ， 用 纸 
上 的 点 表示 乡村 ; 用 一 组 线 对 应 于 乡村 间 的 管线 ， 图 一 定 是 连通 
的 ， 因 为 每 个 半 了 都 需 通 过 管线 获得 水 的 供应 . 考虑 到 经 济 上 的 
原因 ， 不 必要 的 管线 应 避免 ， 这 表明 图 中 无 回路 ， 因 为 自 连通 图 
的 回路 删 去 一 条 边 并 不 改变 图 的 连通 性 (问题 3 )， 图 需 保 留 全 部 
的 顶点 ,而 对 应 于 删 去 的 边 的 管线 就 是 多 余 的 ， 这 样 一 来 , 对 应 于 
管线 设计 规划 的 图 必须 是 一 棵 生成 树 ， 最 经 济 的 生成 树 有 如 下 述 
的 明确 意义 . | 

我 们 来 讨论 一 个 图 , 它 的 顶点 对 应 于 乡村 , 而 边 对 应 建造 于 乡 
村 间 的 管线 ， 假 定 管线 数 有 限 ， 计 算 好 穴 一 个 管线 的 建造 费用 并 
加 注 在 对 应 边 旁 . 边 。 旁 的 数字 叫 敌 边 的 费用 ， 记 为 x(e). 显 
然 , 两 个 顶点 至 多 由 一 条 边 所 联结 ， 甚 至 , 号 使 联结 两 个 乡村 有 多 
种 方式 : 的 责 用 对 应 于 最 经 济 的 角 无 论 如 何 必须 排除 重 边 
站 二 企 务 旦 抽出 庆 小 费用 的 呈 二 2 即 在 生成 权 F, 下 Pe, .中 找 
出 一 个 经 济 的 生成 树 7 使 得 对 于 一 切 ii 
i K(F)<K(F, ). 

建设 与 此 生成 树 严 的 边 对 应 的 管线 , 就 产生 最 经 济 的 解 

图 33 所 示 为 一 略图 ， 其 中 的 黑 点 了 表示 水 源 , 用 水 的 乡村 记 

. 33 。 


图 33 图 34 
为 a,5,c, 了 及 e， 水管 只 许 沿 着 图 的 边 数 设 . 边 侧 的 数 表示 对 应 
水 管 的 建设 费用 (比如 , 可 设 单位 数 设 费 是 10000 个 货币 单位 ). 我 
们 试 闭 来 找 最 经 济 的 建设 方案 ， 比 如 , 若 5, c,d,e 直接 联结 于 了 
则 只 需 再 选 一 条 水 管 ， 使 它 关 联 于 上 ， 这 时 联结 a 到 的 管线 最 
省 ， 图 34 指明 这 一 规划 ; 虚线 所 表示 的 管线 是 用 不 着 的 ， 实 线 
组 成 一 棵 生成 树 ， 其 建造 费用 为 23， 由 于 避免 了 最 贵 的 管线 (10 
及 9)， 可 能 会 被 认为 这 是 最 经 济 的 生成 树 了 。 图 35 所 示 的 规划 


图 35 图 36 
却 更 省 ， 只 不 过 是 22， 虽然 用 上 了 最 贵 的 管 段 继续 试验 , 其 至 还 
可 发 现 更 低 建 进 线 用 的 生成 树 . 例如 ， 图 36 所 示 的 生成 树 , 共 费 
用 仪 需 19. 每 一 可 能 的 生成 树 的 建造 费用 的 计算 表明 这 个 解 是 


» 34 . 


最 经 济 的 、 但 其 计算 过 程 是 很 长 的 ， 
我 们 需要 较 简便 的 寻求 经 济 的 生成 树 的 方法 ， 现 在 就 来 描述 
几 种 这 样 的 方法 . | 


方法 14 

为 寻求 连通 图 C 的 经 济 的 生成 桂 ， 我 们 删 去 C 中 含 于 回路 的 
最 贵 的 一 边 。 所 得 的 图 G, 是 G 的 子 图 , 据 问题 3 ，Gi 仍然 是 连通 
的 , 且 含有 G 的 每 个 顶点 ， 下 一 步 ， 又 从 G 的 某 回 路 中 删 去 最 贵 
的 一 边 , 如 此 下 去 ， 最 后 , 不 能 再 按 上 述 方式 删 边 时 , 得 到 了 图 及 
是 G 的 子 图 ， 不 含 回路 .一 步 一 步 地 应 用 问题 3 即 知 也 是 连通 
的 ,并 且 含有 9 的 每 个 顶点 ， 因 此, 也是 G 的 生成 树 ， 可 以 证 明 它 
是 经 济 的 生成 树 

考虑 G 的 全 部 经 济 生成 树 . 设 Po 为 其 中 之 一 , 它 与 束 有 极 大 
的 公共 边 数 , 要 证 明 o 与 邓 是 恒 等 的 , 即 灰 本 身 是 经 济 的 生成 树 
假设 命题 不 真 ， 即 假设 Fo 与 不 恒 等 ， 由 于 了 及 Fo 同 是 一 个 图 
G 的 不 同 的 生成 树 ， 所 以 有 相同 的 边 数 ， 每 个 图 至 少 有 一 边 不 含 
于 另 一 图 ， 设 e。 是 Po 的 不 含 于 到 的 边 中 最 省 的 边 之 一 ， 类 似 地 ， 
设 e 是 在 万 中 而 不 在 Po 中 的 最 省 的 一 边 ， 它 们 当中 谁 更 经 济 呢 ， 
我 们 证 明 

K(e0) 宇 k (8). 

由 于 es 是 也 的 一 条 续 , 据 命题 17, 存在 一 回路 KK, 含有 eo, 其 
边 ( 除 ee 外 ) 都 属于 F， 在 构造 了 时，e。 是 下 的 唯一 被 肌 去 的 边 。 
因此 , eo。 是 玉 中 最 贵 的 边 ， 否 则 该 删 去 的 就 是 别 的 边 ， 由 于 是 
一 标 树 , 至 少 及 中 的 一 边 e', 不 属于 Fr (参看 图 37)， 从 前 面 的 
推理 ,有 k(eo) 三 kle')，、 另 ~- 方 面 ,又 有 k(e') 宇 k(e), 这 是 由 于 浪 
e 的 极 小 性 ， 命 题 证 毕 . 

另 一 方面 ，e 是 如 的 一 条 营 ， 由 命题 17 存在 一 回路 ,会 


9 35 。 


图 37 图 38 

有 ee, 其 边 ( 除 e 外 ) 属 于 忆 o. 由 于 五 是 一 棵 树 ， 至 少 有 一 边 ， e0， ,也 
在 K。, 内 但 不 在 Ff 内 (参看 图 38)， 让 我 们 从 o 删 去 es 而 添加 边 

。 所 得 的 图 是 连通 的 (问题 3 ), 含 有 G 的 全 部 顶点 ， 玉 必 不 
今年 何 回路 因为 不 含 回 路 ,添加 边 e ，K。o 便 是 唯一 的 可 能 的 
回路 ; 但 这 已 被 破 掉 , 因为 es 已 被 删 去 ， 所 以 机 是 G 的 生成 树 ， 
它 比 Po 多 一 条 与 了 公共 的 边 ， 因 为 新 边 e 属于 也, 但 被 删 去 的 边 
eo 个 履 于 了 。，F 不 能 是 经 济 的 , 因为 被 选中 的 是 了、 所 以 ,r (es) 
<K(e). 应 用 eo 的 极 小 性 ,Kl(e。) 三 Kk(eo) 也 成 立 ， 最 后 ; 有 

kK(e)>k (eo), 

这 与 上 述 已 证 得 的 不 等 式 巴 盾 . 

就 是 说 了 了 但 等 于 Fro, 即 等 同 于 G 的 一 棵 经 济 的 生成 树 ， 
把 这 方法 应 用 于 图 33 的 图 ,表明 经 济 的 生成 树 的 建造 费用 确 
是 19 


方法 2 


让 我 们 选取 连通 图 G 的 最 省 的 一 边 以 后 的 每 一 步 ， 总 选 最 
省 的 一 边 须 注意 , 划 选 取 G 的 任 一 回路 的 全 部 边 , 

车 按 所 述 方式 再 没有 边 可 选 了 ， 那 么 已 选 到 的 边 就 组 成 了 G 
的 一 棵 经 济 的 生成 树 ， 其 证 明 推理 与 上 法 间 ， 
+ 36 。， 


把 这 第 二 个 方法 应 用 于 图 39, 就 给 出 一 个 可 能 的 解 ， 如 图 40 
所 示 , 其 建造 费用 为 30， 


方法 3 | 
”这 里 提出 的 方法 仅 适 用 于 边 的 费用 互 异 的 情况 ， 这 条 件 在 实 
际 问 题 中 通常 是 可 以 满足 的 , 不 然 , 可 以 应 用 下 述 方法 加 以 调整 
议 边 的 建造 费用 是 整数 (例如 ， 计 算 中 用 1 个 货币 单位 代 赤 
10000 个 货币 单位 )， 如 果 一 个 费用 出 现 多 次 , 则 除 一 次 外 ， 对 其 
他 每 次 出 现 可 以 在 建造 费用 上 加 一 个 很 小 的 调整 量 , 加 以 调整 : 把 
单位 的 一 小 部 分 9 加 到 费用 之 一 上 , 以 29 加 到 另 一 个 上 ,以 3g 加 
到 第 三 个 上 , 如 此 等 等 ，9 必须 充分 地 小 , 所 有 调整 量 的 和 小 于 一 
个 单位 , 若 关 个 不 同 的 费用 重复 出 现 , 且 没 有 一 个 其 重复 次 数 是 大 
于 mn 的 , 则 在 选取 g 时 , 必须 使 它 满足 下 列 不 等 式 : 
46 十 29 十 … “十 (到 一 1)0] <1. 
例如 , 图 39 的 图 中 ， 建造 费 
用 2,3,6,8 与 9 都 多 次 出 现 ， 即 
8 一 5， 数 3 出 现 次 数 最 多 ，4 次 ; 
于 是 ，mm=4。， 所 以 & 必须 小 于 
1/30， 为 简 音 起见, 令 9 二 0.01. 
调整 后 的 建 千 费用 如 图 41 所 示 . 
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调整 后 的 图 仅 含 不 同 费 用 的 边 ; 现在 来 找 这 样 的 图 的 经 济 的 
生成 树 ， 这 生成 树 在 原 图 中 也 是 生成 树 ， 我 们 须 证 明 : 调整 后 的 
图 ， 其 每 棵 经济 的 生成 树 在 原 图 中 同样 是 经 济 的 ， 原 图 的 任何 子 
图 G' 的 建造 费用 是 调整 后 的 图 中 G' 的 建造 费用 的 整数 部 分 ， 因 
为 调整 量 的 和 小 于 1 个 单位 (一 个 数 的 整数 部 分 是 指 不 超过 这 个 
数 的 最 大 整数 ). 设 好 是 调整 后 的 图 的 一 棵 经 济 的 生成 树 ， 则 对 图 
的 任意 生成 树 有 «(5) x(F1) (这 里 的 费用 是 调整 后 的 )， 这 
些 不 等 式 在 仅 考虑 数 的 整数 部 分 时 仍然 成 立 ， 所 以 ， 亚 同样 是 原 
图 的 一 棵 经 济 的 生成 树 . 

一 个 地 图 对 应 着 一 个 连通 图 0， 其 中 ， 不 同 的 边 有 不 同 的 机 
用 .每 个 乡村 (顶点 ) 必 须 建造 关联 于 它 的 费用 最 省 的 管线 ， 也 可 
能 发 生 同时 从 两 端 出 发 建设 一 根 管线 的 情形 。 例 如 ， 对 于 最 经 济 
的 边 的 情形 ， 另 一 方面 , 用 这 方法 不 会 建成 一 个 回路 的 全 部 管线 
这 一 点 可 由 读者 自己 来 证 明 : 参照 问题 10， 只 需 以 乡村 间 的 管线 
的 费用 替换 两 点 间 的 距离 ， 这 样 得 到 的 对 应 于 G 的 子 图 G1 的 管 
线 系统 不 含 回路 , 但 G1 不 一 定 是 连通 的 , 例如 , 参看 对 应 于 图 41 的 
子 图 G4, 它 由 图 42 中 的 实 线 指出 . 把 属于 Gl 的 同一 分 支 的 G 的 顶 
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点 合成 为 一 个 的 顶点 , 删 去 由 此 产生 的 环 ， 以 及 | 记 所 得 的 图 ( 参 
看 图 43)， 对 且 我 们 重复 相同 的 步 又 ; 把 豆 的 新 边 ( 参 看 图 44) 
联结 到 G1 上 , 以 G: 表示 所 得 的 图 (参看 图 45)， 我 们 把 以 G, 替换 
f 38 9? 


图 44 
Gi 的 过 程 重复 下 去 一 直到 获得 连通 图 为 止 (在 本 例 中 ，G， 已 经 是 


连通 的 )， 这 过 程 产生 一 棵 经 济 的 生成 树 . 但 这 证 明 是 宛 长 的 ,这 
里 从 略 . 

本 例 中 经 济 的 生成 树 是 Ca， 而 其 费用 为 30. 05. 去 掉 调 束 生 
就 是 30， 这 是 原 图 经 济 的 生成 树 的 费用 ， 与 图 40 所 示 的 一 致 . 

方法 3 可 能 比 前 面 的 方法 在 步骤 上 多 一 些 ， 但 是 在 每 一 步 要 
省 心 些 ， 例 如 , 要 确定 哪 一 条 管线 该 建设 , 可 以 只 对 关联 于 单个 顶 
点 的 管线 的 费用 进行 比较 . 

易 证 若 对 应 于 边 的 费用 互 异 时 ， 经 济 的 生成 树 是 唯一 的 否 
则 , 就 不 一 定 . | 

找 经 济 的 生成 树 的 问题 可 推广 如 下 G 的 每 条 边 对 应 于 一 个 
数 ( 人 对 许 为 负 的 )，G 的 一 个 子 图 .网 全 是 对 应 了 G! 的 边 的 值 的 
和 ， 需 要 求 出 具有 极 小 值 的 一 棵 生成 树 

也 有 可 能 克 到 求 G 的 具有 极 天 值 的 生成 树 的 问题 比如， 图 
G 的 顶点 与 边 ， 分 别 对 应 于 城镇 与 公路 ， 运 输 必 须 在 联结 着 城镇 
的 已 有 的 公路 上 实现 , 为 了 保证 任 两 城镇 间 的 运输 畅通 , 指定 了 少 
数 几 条 合适 的 公路 ， 让 我 们 把 公路 ( 按 质 量 ， 坡 度 等 标准 ) 进 行 分 
类 , 使 较 好 的 公路 有 较 高 的 指标 , 需求 边 的 旁边 注 有 指标 的 图 @ 的 
具有 极 大 值 的 生成 树 . 

各 果 我 们 要 求 具 有 相信 的 生成 二， 那么 仍然 只 省 应 用 并 
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执 的 生 记 树 的 方法 ,这 只 顺 把 路 边 的 数 都 乘 以 -1， 则 在 此 图 中 的 
具有 极 小 值 的 每 棵 生成 树 就 是 原 图 中 具有 极 大 值 的 生成 树 ， 


电网 络 的 计算 


只 要 把 导线 , 电子管. 电阻 、 线 圈 、 电 容 与 振荡 器 联结 在 一 起 ， 
就 有 了 一 个 电网 络 ， 每 个 元 件 有 两 个 点 (两 端 ) 与 别 的 元 件 联结 ， 
这 些 点 叫做 结 点 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 假定 网 络 只 含有 欧姆 电阻 
与 电池 . 其 电路 图 可 用 一 个 图 来 表示 . 其 顶点 与 边 分 别 对 应 于 电网 
络 的 结 点 与 元 件 ， 图 46 是 对 应 于 电池 的 边 的 通 常 的 表示 方法 . 
以 边 表示 的 电子 元 件 的 数据 往往 就 看 作 是 
边 的 数据 ， 一 | 一 

问题 是 如 何 决定 在 每 个 元 件 内 的 电流 图 46 
方向 与 大 小 ， 若 元 件 的 电阻 与 电池 的 电压 (电动 势 ) 是 已 知 的 . 

电流 的 方向 可 由 有 关 的 符号 来 确定 ， 安 培 计 指 针 方 向 的 变换 
改变 着 读数 的 正 负 , 从 正 到 负 或 从 负 到 正 ， 因 此 , 在 表示 网 络 的 图 
的 每 一 边 上 任意 指定 一 个 方向 为 参考 方向 ， 则 每 个 边 的 电流 与 电 
动 势 都 与 此 参考 方向 有 关 : 如 果 它 们 的 方向 等 同 于 固定 的 参考 方 
向 取 正 号 , 否则 就 取 负 号 . 

在 固定 这 些 参 考 方向 以 后 , 解 基 尔 起 夫 (Kirchhoff) 定律 列 出 . 
的 方程 组 , 所 提出 的 问题 就 可 以 得 到 解答 . 

基 尔 翟 夫 电流 定律 (K. C.L.) 流向 一 个 结 点 的 电流 之 和 等 
于 流出 这 个 结 点 的 电流 之 和 | 

基 尔 填 夫 电压 定理 (K.V.L. ) 是 关于 网 络 的 回路 的 定理 ， 我 
们 给 每 个 回路 以 一 个 定向 ( 按 顶点 的 一 个 循环 二 序 )、 每 个 回路 有 
两 个 和 , 如 下 述 : 第 一 个 由 迎 路 中 元 素 的 电阻 与 它们 的 电流 的 乘积 
组 成 ， 若 边 的 参考 方向 与 回路 的 定向 “相反 ” 则 再 乘 以 一 1 第 二 
个 和 由 属于 边 的 电动 势 组 成 , 若 边 的 参考 方向 与 回路 的 方向 相反 ， 
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则 和 染 以 一 1， 玉 .V.L. 指出 这 两 个 和 关于 网 络 的 同一 个 (但 是 任 嫩 
的 ) 回 路 是 相等 的 . 

应 当 注 意 , 这 些 定律 在 每 一 时 刻 都 是 正确 的 , 如 果 电 流 随 时 间 
而 变化 ， 比 如 , 在 网 络 含有 交流 电流 (或 电压 ) 振荡 器 时 . 

图 47 的 网 络 是 一 个 例子 .电池 电动 势 , 以 边 es 表示 , 电压 为 
如 伏特 ; 对 应 于 边 e4 的 电阻 与 电流 分 别 为 欧姆 及 IT 安培 
(% 二 1,2,…, 6)。 应用. C.L. 于 结 点 p1, 得 

让 1 一 ! 2 十 73， 
IT1—1;—1s=0. 


图 47 

上 上面 方程 的 左边 是 流向 结 点 的 电流 与 流出 结 点 的 电流 的 代数 和 . 
据 K.C.L. 列 测 对 应 于 结 点 的 各 下 标的 个 方程 如 下 : 
(1) 1.—1,—/1;,=0, 
(2) jp 《14 一 fs=0, 
(3) 7 一 总 十 7 一 0， 
(4) 7 十 7 十 7 一 (0 

个 过 ,这 4 个 方程 是 不 独立 的 ; 比如， 把 前 3 个 方程 相 加 ,得 

—1s—1,—1s=0, 

3(4)s 浊 价 , 即 (4) 可 由 其 它 方程 推出 正好 由 同一 方式 知道 ,上 


?1 


He 
+ 


述 4 个 方程 之 任 一 个 可 由 其 它 三 个 推出 ， 为 了 确定 全 部 六 个 未 知 
数 ， 这 里 至 少 还 需要 3 个 方程 ， 据 开 . V.L, 列 出 的 方程 数 与 在 图 
47 的 图 中 的 回路 数 一 样 多 . 图 48 所 示 为 经 此 过 程 找 出 的 图 的 7 
个 回路 , 第 头 表 示 回 路 的 方向 . 


图 48 
这 7 个 方程 是 
{1} —R1—Rl: 二 R=0 
{2} —h,1, +Rls—Rsls=0 


»° 42 。 


{3} —hi—R,l, +R1—Ri:=0, 


{4}  —Ril—RltRols=E, 
{5}  —Rifsi+Rslst Rele=Ek, 
{6} 一 及 :7 Rls— Rlst+Rols=B, 
{7}  —Rili—Rsls+Rsls+Rele=E. 


现在 已 经 有 了 10 个 方程 (包括 刚才 得 到 的 3 个 ). 项 料 后 7 
个 方程 是 不 独立 的 ， 仔 细 地 考虑 即 可 发 现存 在 多 种 方式 ， 从 7 个 
方程 中 选取 3 个 独立 的 方程 , 其 余 4 个 方程 可 由 它们 推出 然而 ， 
并 非 任 三 方程 都 是 合适 的 ， 比 如 方程 {1}、 {4} 与 {7} 可 以 推出 其 余 
的 ,而 方程 {1}、{2} 与 {3), 不 能 推出 方程 {5}, 

从 {4} 减 去 {7} 即 得 方程 {2}, 就 是 . 

{4) 一 {7} = {2}. 
这 样 一 来 , {4} 与 {7} 的 每 个 公共 解 也 是 方程 {2} 的 解 : 即 由 {7} . 
与 {4 可 推出 {2}， 还 容易 得 出 下 列 关 系 : 
{1} + {4} 一 {7}={3}, 
{7} —{1} = {5}, z 
{4} 一 {1} = {6}. 
这 说 明 方程 {1}, {4} 与 {7} 能 推出 其 余 的 每 个 方程 
方程 {3} 可 由 {1} 和 {2} 推 出 , 因为 
{1}++{2}={3}. / z 

我 们 还 须 证 明 : {5} 不 能 由 {1} 与 {2} 推 出 ， 设 网 络 的 全 部 电阻 

与 电池 的 电动 势 都 取 成 是 单位 的 ， 则 下 述 电流 组 
=:=1s=16=1, T=2kK 有 1s=0 
是 方程 {1} 与 {2} 的 公共 解 , 但 不 是 {5} 的 解 . 

为 什么 第 一 组 的 3 个 方程 能 推出 其 余 的 方程 而 第 二 组 的 3 个 
方程 就 不 能 呢 ? 易 见 引 出 方程 {1}，{4} 与 {7} 的 回路 正好 是 对 应 于 
图 49 所 示 生 成 树 的 基本 回路 组 ， 但 产生 方程 {1}，{2} 与 {3} 的 回 
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路 扩 ,大 。 及 大 。 则 不 是 ， 每 一 基本 回路 恰 包 含 一 条 弦 (命题 17). 
因此 , 如 果 存 在 一 棵 生成 树 , 以 K1, 与 Ks 为 基本 回路 组 , 则 下。 
中 恰 有 一 条 边 是 总 ， 由 于 3 个 回路 一 起 只 含 有 一 边 (es) 以 及 天 
的 边 ， 即 全 部 3 个 回路 至 多 只 含有 两 条 弦 ， 这 就 得 到 一 个 矛盾 . 
以 证 明 下 述 一 般 命题 成 立 ， 

” 设 一 个 电网 络 ， 具 有 儿 个 结 点 ， 仅 由 欧姆 电阻 及 电池 级 
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设 具有 几 个 结 点 与 e 个 元 件 的 网 络 由 连通 图 @ 来 表示 ; 则 
2 一 1 恰 等 于 G 的 秩 , 基本 问 路 组 
的 回路 数 等 于 G 的 零度 .由 命题 
18 知道 ， 从 方程 个 数 为 
i pp(@0) +u(G) =e 
的 方程 组 中 , 能 求 出 未 知 电 流 , 由 
于 恰 有 e 个 未 知 数 ， 全 部 这 些 方 
程 通常 是 必要 的 . 

命题 19 的 证 明 是 元 长 的 且 
和 需要 应 用 高 等 数学 ; 因此 ,将 列 和 人 图 49 
本 书 的 第 二 卷 . 


练 习 本 
20， 画 出 一 些 树 ， 使 其 每 个 顶点 的 次 数 不 大 于 3， 在 这 些 图 
中 , 次 数 是 工 与 3 的 项 点数 之 差 如 何 ? 
21. 找 出 图 50 的 图 的 5 个 子 图 ， 它 们 没有 一 个 是 图 的 生 成 


树 , 并 且 此 5 个 子 图 的 每 一 个 依次 有 下 列 两 性 质 : 
» 和 。 


1， 连 通 , 但 不 含 任何 回路 ; 

， 连 通 , 含 8 个 顶点 ; 

， 连通 , 恰 有 7 条 边 ; 

， 包含 8 个 顶点 , 但 不 含 任何 同 路 ; 
， 包 含 8 个 顶点 ,从 有 7 条 边 ， 
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由 图 52 
22， 找 出 图 51 的 图 的 两 棵 生成 树 , 使 分 别 具 有 极 大 值 与 极 小 
什 | 


23. 图 52 的 电网 络 所 示 的 数据 中 ， 元 件 的 电 阴 单位 足 欧 池 ， 
ss 拖 3 4 


电池 电动 势 的 单位 是 伏特 ， 计 算 每 个 元 件 的 电流 方向 与 大 小 ， 


| 问 题 : 

24， 求 证 ; 车 化 合 物 的 分 子 模型 是 一 棵 树 , 则 每 个 分 子 至 少 含 
有 两 个 一 价 的 原子 . | 

25， 以 有 1 及 c 分 别 表示 一 棵 树 中 次 数 为 1 及 次 数 大 于 2 的 
顶点 的 数目 , 求证 ， 若 树 至 少 含有 两 顶点 ， 则 f/ 宇 c +2， 当 f= 
c 十 2 时 , 画 出 此 树 . : 

26， 在 第 二 章 内 已 经 指出 :一 个 具有 % 个 顶点 的 连通 图 G 的 
”人 和 任 一 生成 树 具 有 下 列 4 性 质 ; 

1， 连 通 ， 

2， 不 含 任何 回路 ， 

3， 其 顶点 数 为 1 

4 ， 它 的 边 数 是 4 一 1. 

求证 : 对 于 G 的 任 一 子 图 ， 这 些 性 质 中 的 任 三 条 可 推出 第 四 
条 ， 即 可 推出 G 的 子 图 是 生成 树 . 又 问 是 否 存 在 这 4 性 质 中 的 两 
条 , 可 以 作为 识别 G 的 生成 树 的 依据 ， 

27. 求证 :具有 % 个 顶点 及 %* 条 边 的 连通 图 , 含有 唯一 的 一 个 
回路 . i 
28， 求 证 : 车 G 是 顶点 数 大 于 4 的 任意 简单 图 , 则 G 或 其 补 图 
含有 回路 . : : / 

29， 求 证 : 一 连通 图 的 任 一 无 回路 的 子 图 可 以 是 图 的 生成 树 
的 一 部 分 . z 

30， 一 棵 树 的 连通 子 图 G4 与 G, 有 公共 边 ， 设 Gs 以 全 部 这 
些 公共 边 为 边 , 并 以 公共 边 的 端点 为 顶点 , 求证; Gs 是 连通 图 . 

31， 设 图 G 具 有 个 顶点 ，e 条 边 以 及 个 分 支 ，G' 是 G 的 
es 46 。 / 


一 个 子 图 ， 求 证 : 者 G' 至 少 含 有 G 的 每 个 回路 的 一 条 边 ， 则 它 至 
少 有 e 一 % 十 条 边 . : 

32， 连 通 图 G 的 每 条 边 对 应 于 一 个 数 ， 设 c 是 极 小 数 , 求证 : 
车 G 含 一 具有 s 条 边 的 回路 ， 使 同一 个 数 c 对 应 于 此 回路 的 每 条 
边 , 则 G 中 至 少 有 s 樟 不 同 的 具有 极 小 值 的 生成 树 . 

33， 在 平面 上 (或 空间 内 ) 给 出 车 干 个 点 ， 使 得 任 两 点 间 的 距 
离 不 同 ， 从 每 个 点 到 离 它 最 远 的 点 画 上 直线 段 ， 以 G 表示 对 应 的 
图 , 它 分 别 把 这 些 点 与 线 作为 顶点 及 边 ,求证 G 不 含 回 路 ， 

34， 要 建设 一 个 (无 回路 的 ) 管 线 系统 以 联结 某 些 城镇 ， 已 提 
出 了 一 些 有 能 力 参 加 这 一 工程 的 承包 者 ， 但 联结 任 两 城镇 的 管线 
须 完 全 由 一 家 承包 者 来 建造 ， 于 是 为 了 建设 全 部 的 管线 ， 每 家 公 
司 提出 了 自己 的 建设 方案 与 费用 估计 ， 试 在 指定 的 条 件 下 确定 费 
用 最 省 的 建设 方案 . 

35， 求 证 ， 结 点 方程 (K. C. 工 .) 中 的 任 一 方程 可 由 其 它 
推出 ， : z z | 
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第 三 章 ” 沿 着 图 的 边 的 路 线 


图 论 的 一 个 有 趣 的 问题 ， 渊 源 二 18 世纪 的 可 尼斯 堡 市 (即今 
苏联 的 加 里 宁 格 勒 ). 市 内 有 七 座 桥 横 跨 普 雷 格 尔 河 (参看 图 53). 
市 民 们 为 是 否 能 在 一 次 散步 中 走 过 每 座 桥 恰 好 一 次 的 问题 所 困 
惑 ， 既 然 解 决 不 了 问题 ,他们 就 去 求教 于 欧 拉 一 一 瑞士 数学 家 , 对 
彼得 堡 ( 现 在 的 列宁 格 勒 ) 大 学 的 教授 . 欧 拉 解 答 了 此 问题 ,指出 在 
一 次 散步 中 走 过 每 座 桥 恰 好 一 次 是 不 可 能 的 . 


图 53 图 54 
这 样 的 散步 有 什么 限制 条 件 呢 ?除了 过 桥 就 不 能 过 河 , 并 且 必 
须 走 过 每 一 座 桥 ， 而 路 线 是 经 过 小 岛 还 是 沿 着 河岸 并 不 重要 .七 
个 标 出 的 路 线 联结 着 岛 和 岸 ， 例 如 , 如 果 我 们 是 在 岸 a, 要 实现 规 
定 的 散步 ， 我 们 沿 着 岸 * 怎么 走 都 是 没关系 的 .我 们 需要 考 虑 的 
是 离开 此 岸 时 要 过 那 座 桥 ， 对 岛 5 有 同样 的 话 可 说 , 所 以 , 也 可 以 
把 岛 看 成 是 岸 ， 因此, 为 了 解 题 的 方便 , 我 们 只 需要 岸 和 联结 岸 的 
桥 的 数目 . 图 54 是 该 区 域 的 地 图 的 一 个 略图， 如果， 我 们 注意 
到 ， 若 一 个 岸 在 地 图 上 简单 地 表示 成 一 个 点 , 就 得 到 了 一 个 图 ( 参 
看 图 55)， 2 . 
，43 。 i 
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哥 尼 斯 堡 上 桥 问 题 可 以 重 述 为 ， 我 们 能 否 沿 着 图 55 的 边 走 ， 
通过 每 条 边 恰好 一 次 ? 欧 拉 解决 了 更 一 般 的 问题 ， 按 他 的 结果 , 对 
于 一 个 任意 的 图 , 我 们 总 能 确定 这 样 的 散步 是 否 可 能 ; 若 答 案 是 肯 
定 的 ， 我 们 还 要 指出 该 怎么 走 ， 本 章 
介绍 的 欧 拉 的 解 ,是 1736 年 发 表 的 关 
于 图 论 的 第 一 篇 论文 . 

可 尼斯 堡 七 桥 问 题 也 能 改 述 为 : 
假如 把 图 的 顶点 画 成 “点 ” 而 不 是 “小 
加 图 ”, 能 否 笔 不 离 纸 地 (一 笔 ) 画 出 图 
55 中 的 图 的 所 有 的 边 ， ， 国 55 


1， 笔 不 离 纸 地 画 出 图 56( 人 允许 与 


已 画 出 的 线 接触 或 交叉 ， 但 不 许 沿 着 NN 

它 的 任何 一 段 重 画 一 遍 ). MM/ 
2， 笔 不 离 纸 地 画 出 一 个 具有 7 】] 

个 顶点 的 完全 图 ，( 图 的 顶点 是 普 A 

的 后 ).。 .. | 图 56 


问 题 
3， 此 多 米 诺 骨 有 牌 对 构成 的 一 个 回环 如 图 57 所 示 。 两 个 不 司 

的 多 米 诺 骨 牌 对 按 骨 牌 的 相同 点 数 相 联接 ， 象 这 样 的 一 种 构 形 叫 、 
做 一 个 环 链 、 让 我 们 从 一 组 骨牌 中 选 出 全 部 多 米 诺 骨牌 对 ， 使 得 。 
每 个 可 能 的 不 同 数 (从 0 到 6 ) 对 都 出 现 。 (就 是 , 考虑 到 全 部 的 多 
米 诺 骨 牌 对 , 除 含有 相同 的 两 数字 者 外 。) 我 们 能 选 出 多 少 多 米 诺 
。49。 


骨牌 对 ? 它们 能 否 构成 一 环 链 ， 

4， 求 证 走 过 哥 尼斯 堡 的 每 座 桥 恰好 一 次 的 散步 是 不 可 能 
的 . 
5， 考 虑 一 个 图 , 它 至 少 含有 一 条 边 , 且 具 有 性 质 : 图 的 每 个 顶 
点 的 次 数 是 偶数 ， 求 证 能 找到 图 的 一 些 回路 ， 使 每 条 边 恰 含 于 这 
些 回路 之 一 ， : 


练习 1 与 练习 2 都 有 若干 个 解 . 现在 把 指定 的 图 56 的 画 法 说 
明 如 下 : 把 原 图 看 成 是 图 58 的 图 ， 按 画图 的 顺序 相继 地 列 出 它 的 
各 边 ， 以 顶点 对 表示 各 边 , 把 每 一 顶点 对 按 路 线 通过 的 顺序 列 出 . 
即 , {a, 3} 表示 这 两 点 之 间 的 边 , 并 且 从 a 画 到 5 . 点 站 不作 为 图 的 
一 个 顶点 ， 于 是 , 一 个 图 解 就 可 以 用 此 方式 把 它 写 出 来 , 这 里 了 不 
作为 边 的 一 个 交点 , 即 如 图 59 所 示 . 如 果 加 上 笔 不 高 纸 的 “限制 ” 
原 图 能 画 出 , 那么 不 加 限制 也 是 可 能 的 , 或 许 甚至 有 几 种 画 法 ， 把 
c 看 作 是 顶点 或 者 干脆 把 它 看 作 是 边 {5, 2} 上 的 一 点 ,显然 并 不 重 
要 ;对 于 任 一 次 数 为 2 的 顶点 , 这 同样 是 对 的 。 : 


e S50 。 


图 58 图 59 
因此 , 经 志 图 58 的 所 有 边 的 一 个 可 能 的 路 线 是 
{a, 6}, {5,a}, {a, c}, {c, 6}, {b, e}, {e, a}, {d, a}, {a, e}, 
这 也 是 练习 1 的 一 个 解 . | 
以 数字 0, 1, 2, 3, 4, 5 及 6, 表示 具有 7 个 顶点 的 完全 图 的 各 个 
顶点 , 则 可 把 沿 图 60 中 3 个 回路 的 路 线 , 写成 如 下 的 序列 : 


图 60 
{0, 1}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 6}, {6, 0}, 
{0, 2}, {2, 4}, {4, 6}, {6, 1}, {1, 3}, {3, 5}, {5, 0}, 
~ {0,3}, {3,6}, {6, 2}, {2, 5}, {5, 1}, {1, 4}, {4, 0}. 
只 要 画 出 此 序列 中 的 边 , 练习 2 自然 得 解 . 
这 些 数 对 也 能 用 来 表示 多 米 诺 (骨牌 对 )， 每 一 肯 牌 对 代替 一 
9 51 ， 


边 ， 此 时 ， 一 个 序列 就 表示 多 米 诺 的 一 个 环 链 ， 因 为 0 到 6 间 的 
所 有 不 同 数 对 都 已 出 现 于 上 述 的 序列 中 ， 问 题 3 所 求 的 多 米 诺 数 
就 等 于 21,， 恰 为 具有 7 个 顶点 的 完全 图 的 边 数 ， 并 且 这 些 多 米 诺 
确实 构成 一 环 链 , 从 而 问题 3 得 解 . 

从 练习 1 与 练习 2 的 解 可 以 看 出 经 过 图 的 所 有 边 的 一 个 路 
线 ,通过 一 个 顶点 时 , 我 们 总 是 遇 到 有 两 条 边关 联 于 这 个 顶点 .这 
些 边 的 端点 可 以 看 成 是 互相 伴随 的 。 若 我 们 的 路 线 , 如 练习 1, 终 
止 于 非 始 点 的 一 个 顶点 ， 则 边 所 遇 到 的 最 先 的 与 最 后 的 (顶点 ) 不 
能 是 伴随 的 ， 但 车 终止 于 始点 便 是 互相 伴随 的 (如 练习 2 ), 所 以 ， 
车 遍及 图 的 所 有 边 的 一 路 线 , 经 过 每 条 边 恰 一 次 , 则 仅 两 顶点 有 奇 
次 数 , 而 在 另 一 情况 下 它们 也 有 偶 次 数 , 或 说 每 个 顶点 的 次 数 是 偶 
数 ， 图 55 的 图 有 4 个 奇 次 数 的 顶点 , 所 以 图 的 边 不 能 以 上 述 的 方 
式 组 成 一 条 路 线 ， 于 是 哥 尼斯 堡 市 民 的 问题 (问题 4 ) 同 时 得 解 . 

下 列 概念 在 练习 1 与 练习 2 的 解 中 已 被 证 明 是 有 用 的 : 孝 图 
G 的 边 的 一 个 序列 : {a1, b}, {as, be}..., {04, b.} 仅 由 不 同 的 边 组 
成 ， 并 且 妃 一 02， b, = as, 机 0 一 Ga， 则 此 边 的 序列 叫做 GG 的 边 列 . 
说 边 列 是 闭 的 , 若 如 二 ai; 否则 , 是 开 的 . (车 4=1,， 闭 边 列 是 单一 
的 环 ) 图 G 的 一 个 半边 列 叫 做 的 一 条 阅 欧 拉线 ， 如 果 它 包含 图 
G 的 全 部 边 ， 开 欧 拉线 的 定义 仿 此 . 

笔 不 离 纸 地 画 一 个 图 的 方法 可 简化 为 一 个 有 序 的 边 列 . 

图 58 中 图 的 一 条 开 欧 拉线 已 由 练习 1 的 解 给 出 ， 在 解 练习 
2 与 问题 3 时， 给 出 了 具有 7 个 顶点 的 完全 图 的 一 条 闭 欧 拉线 ， 
前 面 的 结果 也 可 改 述 为 : 车 图 G 中 有 一 条 闭 欧 拉线 , 则 它 的 顶点 全 
是 偶 次 数 的 : 著 G 有 一 开 欧 拉线 , 则 除 两 顶点 外 其 余 顶 点 就 是 偶 次 
” 数 的， 所 以 , 图 55 既 无 闵 的 也 无 开 的 欧 拉线 ， 这 一 结论 使 问题 
得 解 . : 

现在 的 问题 是 其 道 是 否 为 真 ， 即 , 设 图 G 至 少 含 有 一 条 边 , 全 
9 $2 。 


部 GG 的 顶点 是 偶 次 数 的 (或 G 的 顶点 , 除 两 个 外 , 全 是 偶 次 数 的 )， 
这 些 条 件 是 否 表明 G 具 有 一 条 闭 欧 拉线 (或 一 条 开 欧 拉线 )? 显 然 ， 
不 能 . 若 一 个 图 是 不 连通 的 , 且 其 分 支 中 至 少 有 两 个 分 支 含 有 边 ， 
则 此 图 既 无 闭 的 也 无 开 的 欧 拉线 。 下 面 , 如 果 只 限于 讨论 连通 图 ， 
我 们 证 明 上 述 条 件 是 充分 的 .但 我 们 先 来 解 问题 5. 

假设 图 G, 至 少 含有 一 条 边 , 并 设 它 只 含有 侦 次 数 的 顶点 ， 删 
去 G 的 孤立 顶点 ， 把 得 到 的 图 记 为 G,。，G6 中 每 个 顶点 的 次 数 至 
少 为 2， 第 一 羡 的 命题 23 表明 Go 含有 一 个 回路 天， 我 们 从 Cn 
删 去 天 ， 芥 则 去 经 这 么 一 删 而 变 成 孤立 顶点 的 全 部 顶点， 这样 
得 到 的 新 图 Gi, 其 每 个 顶点 的 次 数 仍然 至 少 为 2， 因 此 , G1 也 包含 
回路 天,， 我 们 继续 这 一 过 程 ， 所 得 的 回路 的 序列 Ko, Ki, K,,… 
适合 于 问题 5 

问题 5 的 另 一 解法 如 下 .图 Ge 的 每 个 顶点 的 次 数 是 偶数 , 且 
素 少 为 2， 次 数 为 28( 这 里 ，84>1T) 的 一 个 顶点 ze 分 离 ? 为 有 个 不 
同 的 顶点 ， 其 中 每 个 顶点 关联 着 两 条 边 ， 这 些 边 是 关联 着 p 的 . 
(图 61 表示 8= 3 时 的 这 样 一 个 “分 离 ” ) 设 从 图 G 以 所 说 的 方式 


图 61 

得 到 的 图 6 仅 有 次 数 为 2 的 顶点 ， 第 一 章 的 问题 36 表 明 G5 的 - 

每 个 分 支 是 一 回路 . “G。 中 的 各 个 的 回路 ”正好 组 成 所 求 的 回路 
组 . 

在 问题 5 的 第 一 个 解 中 用 到 第 一 章 的 问题 23, 不 但 引用 了 命 


+ 33 。 


题 ， 而 且 还 应 用 了 它 的 第 一 个 证 曙 的 推理 ， 一 个 任意 的 至 少 含 有 
一 条 边 且 由 偶 次 顶点 组 成 的 连通 图 G 的 一 条 闭 欧 了 拉线， 等 同 于 G 
上 的 下 述 路 线 : 我 们 从 G 的 一 个 任意 的 顶点 @ 出 发 , 只 沿 着 从 未 走 
过 的 边 走 ,来 到 蜡 于 .ai 的 顶点 , 我 们 总 能 沿 着 新 边 继续 走 ， 因为 每 
个 顶点 的 次 数 是 偶数 , 所 以 路 线 迟 早 只 能 终止 于 顶点 %。 于 是 ,得 
到 了 G 的 一 个 闭 边 列 8， 车 G 的 每 一 边 都 含 于 如 ,， 则 是 一 闭 


欧 拉 线 . 大 G 中 有 一 不 属于 如 的 边 ， 则 我 们 把 第 一 章 的 命题 26 


应 用 于 由 妞 , 的 边 组 成 的 G 的 子 图 , 得 到 一 条 边 , 它 不 含 于 8, 但 通 
过 一 个 项 点 (as 可 能 与 a 相 重 ) 与 Bi 联结 ， 若 我 们 从 az 出 发 沿 
有 个 在 五 ! 中 的 边 走 , 根据 以 上 的 推理 ， 则 我 们 只 能 停止 于 a。， 用 
,表示 沿 厦 此 新 路 线 的 闭 边 列 . 现在 我 们 重 走 第 一 条 路 线 ， 沿 着 


五 的 边 , 从 ai 出 发 但 止 于 顶点 ww。 从 文 里 ,我 们 离开 已 走 遍 了 BE。 


的 边 ， 当 我 们 走 完 路 线 的 这 一 部 分 (5 到 a2) 时 ,路线 的 另 一 部 分 ， 
沿 荐 丈 : 的 全 部 边 仍 有 待 完成 ， 这 样 , 就 得 到 了 同 时 包含 Bi 与 B。 
的 边 的 一 个 闭 边 列 ， 这 一 扩大 闲 边 列 为 方法 最 终 产 生 一 条 闲 欧 拉 
线 . 
若 一 个 连通 图 有 且 仅 有 两 个 奇 次 的 顶点 ， 则 我 们 添加 一 条 新 
边 连结 这 两 顶点 .按照 上 面 的 推理 ; 新 图 含有 一 闭 欧 拉 线 , 删 去 那 
新 添 的 边 , 就 产生 了 原 图 的 一 条 开 欧 拉线 . 

综合 这 些 结果 , 我 们 有 : 

6， 设 一 个 连通 图 至 少 含有 一 条 边 ; 车 其 每 个 顶点 的 次 数 是 个 
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7 车 一 个 连通 图 恰 有 两 个 奇 次 的 顶点 , 则 图 中 存在 着 一 条 开 
欧 拉线 、 反 之 :车 一 个 无 屠 立 顶点 的 图 有 一 条 开 欧 拉线 , 则 它 是 连 
通 图 县 丛 含 两 个 奇 次 的 顶点 

一 个 图 , 设 有 孤立 顶点 , 车 它 具 有 一 条 闭 欧 拉线 ， 有 | 时 称 它 为 
$ 34 ， 


Un dm 


欧 拉 图 ， 据 命题 6, 一 个 欧 拉 图 总 是 连通 的 , 且 只 含有 偶 次 的 顶点 


有 向 
”由 于 任何 无 孤立 顶点 的 图 可 以 看 作 一 个 公路 网 的 地 图 ， 一 个 
任意 的 边 列 可 以 认为 是 表示 沿 着 某 些 街道 走 ， 同 一 街道 不 走 第 二 
人 遍 的 一 条 路 线 、 边 列 的 每 一 条 边 是 沿 着 对 应 于 街道 的 路 线 的 一 部 
分 , 街道 与 边 列 的 边 有 相同 的 出 现 顺 序 ;路 线 的 方向 由 出 现 于 边 列 
的 对 应 边 的 端点 的 吴 序 来 规定 ， 因 此 ， 若 公路 网 的 略图 是 一 个 欧 
拉 图 ， 则 公路 组 可 由 经 过 每 边 恰好 一 次 的 一 条 路 线 所 行 记 . 一 个 
已 知 的 欧 拉 线 同样 地 规定 了 路 线 的 方向 ， 但 是 ， 如 果 如 实地 洛 荐 
这 些 公路 行车 ， 则 或 许 会 由 于 单行 道 禁止 车 辆 进入 以 及 在 某 交 叉 
口 不 许 左 拐 或 右 拐 而 不 能 沿 着 规定 的 路 线 走 . 
”按照 通行 的 方向 , 图 的 边 需 同 时 考虑 方向 (或 定向 ), 就 象 第 二 
章 里 以 图 表示 电网 络 的 情形 一 样 ， 边 {a, 85} 的 定向 , 取决 于 写 下 的 
字母 a 与 5 的 顺序 ， 因 此 , 为 了 表示 它们 的 顺序 是 固定 的 , 改 用 加 
括号 来 表示 ，。 有 向 (定向 的 ) 边 (ae, 5) 指 的 是 ， 关 联 于 a 与 5 的 边 ， 
从 a 到 地 确定 着 它 的 方向 ; 即 , 它 的 尾 是 a 而 它 的 头 是 5， 方 向 
用 沿 春 边 的 小 得 头 ( 如 图 62) 表 示 。 车 a 与 5 是 不 同 的 项 点， 则 边 
(人 与 (四 也 是 不 同 的 .〈 类 似 于 


在 直角 坐标 系 下 ,平面 上 的 点 (3,5) 与 ”4 b 
(5, 3) 是 不 同 的 . ) 一 个 图 叫做 有 向 图 ， 
如 有 它 只 含有 有 向 边 ， 图 62 


不 含 边 的 图 也 可 以 看 作 是 一 个 有 向 图 ， 因 为 我 们 的 定义 对 于 

这 样 的 加 并 没有 规定 什么 。 显 然 , 这 种 * 空 ?的 条 件 ( 它 什么 也 没有 

规定 ) 妨 这 见 的 。 为 了 除 一 地 描述 某 些 条 件 ， 图 论 中 将 多 党 利用 
它 . 

一 个 图 的 方向 (或 定向 ) 指 的 是 : 给 它 的 每 个 边 以 定向 “代表 
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东 给 图 G 以 一 个 特定 的 方向 以 后 所 得 的 一 个 有 向 图 . 

有 向 图 的 一 个 边 列 的 定义 与 一 个 无 向 图 的 边 列 的 定义 类 似 ， 
即 , 车 一 个 有 向 图 的 边 的 一 个 序列 , (eu 61),(az, Be),…, (ar Bi) 
仅 含 G 的 不 同 的 边 ， Hb = a;, b= 08, °°, bri1= dx., 则 序列 则 做 G 的 
一 个 边 列 . 若 六 = ob, 则 说 边 列 是 闭 的 ,否则 是 开 的 . CE 的 一 个 闭 ( 开 ) 
边 列 叫做 闭 ( 开 ) 欧 拉线 , 如 果 它 含有 6G 的 全 部 边 ， 一 个 有 向 图 的 
边 列 , 按照 它们 的 方向 ,规定 了 沿 着 图 的 所 有 这 些 边 的 一 些 路 线 . 
”一 个 有 向 图 叫做 一 个 有 向 路 , 如 果 它 是 一 条 开 欧 拉线 , 并 且 在 
删 去 边 的 定向 后 它 是 一 条 路 ， 类 似 地 ， 一 个 有 向 图 叫做 一 个 有 向 
回路 , 如 果 它 是 一 条 闭 欧 拉 线 , 并 且 在 删 去 边 的 定向 后 它 是 一 个 回 
路 .让 我 们 考察 图 63 的 4 个 有 向 图 仅 左 上 图 是 有 向 路 及 右上 
图 是 有 向 回路 . : 
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图 63 
车 图 8 的 一 个 顶点 p 是 i 条 边 的 尾 与 j 条 边 的 头 , 就 说 p 的 
出 次 数 是 ; 与 人 次 数 是 7， 我 们 采用 下 列 记 法 : 
Pout(P) = Pin(p) 一 
例如 , 对 于 图 63 的 顶点 9 及 7， 
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Pout (9) =0, pin(g) =2, Pout(7) =9in(7)=1. 
车 以 9 (Pp) 表示 G 的 一 个 质点 了 的 次 数 , 则 显然 
Pout (Pp) + Pin(p) = (7)., 

若 把 有 向 路 工 的 各 顶点 记 为 a1, az,…，as ( 问 于 沿 工 的 开 欧 
拉线 中 出 现 的 顺序 ), 则 说 as 是 从 ai 治 工 可 到 达 的 ; 我 们 也 常 说 
L 是 一 条 从 a 通 疝 5 的 路 ; 称 ol 为 的 始点 ,具有 性 质 ，pin(ai) 
=0 及 goui(q1) = 二 称 os 为 工 的 终点 ,具有 性 质 ，gin(as)=1 及 
Pouti(Q1) 三 03 G2, 03 ***, Op 1 都 出 L 的 内 点 ; 其 有 性 质 : Pin (Gm) = 
outi(Qm) 王 1， 车 妃 , B52,…, Bs 是 一 个 有 和 疝 回 路 的 顶点 , 则 

Pin(bm) = Poui(bm)=1 (m=1,2,.., £). 

某 一 公路 网 的 许可 的 通行 情况 (不 违反 交通 规则 的 ) 可 由 一 个 
合适 的 有 向 图 表示 如 下 ， 考 虚 一 个 任意 的 公路 网 ， 它 只 包含 单行 
车 道 , 显然 一 个 双 行车 道 可 以 看 成 是 两 个 平行 的 单行 车 道 ， 个 许 
的 通行 方向 可 表示 为 下 列 规则 : 只 沿 着 边 且 只 按 给 定 的 方向 行进 . 
但 是 它 仍然 未 能 表明 一 个 口 形 续 弯 或 别 的 特定 的 转弯 是 否 人 允许 可 
的 问题 . 在 双 行车 道内 不 必 考 虑 是 否 许可 作 器 形 转弯 的 问题 ,因为 
这 不 是 交通 检查 上 的 现实 问题 如果 在 任 一 交叉 路 口 允 许 作 任意 
方 癌 的 转弯 , 则 我 们 的 图 已 说 明 所 有 许可 的 通行 的 情况 ; 所 以 ,把 
它 则 做 公路 网 的 通行 图 ， 如 果 往 某 方 向 转弯 是 被 禁止 的 ， 则 需 应 
用 下 列 程序 : 我 们 暂 不 管 禁止 转弯 的 问题 , 先 从 公路 网 得 到 图 ; 删 
去 对 应 于 交 又 路 日 的 顶点 , 而 在 边 的 “自由 ” 端 上 添加 新 的 顶点 ; 再 
添加 新 的 有 向 边 联结 对 应 的 顶点 , 使 表示 出 只 能 作 许 可 的 转弯 . 作 
为 一 个 例子 在 关于 交通 规则 的 所 有 问题 中 ， 总 假定 是 靠 右 走 的 
一 一 类 译 者 广 ) 考虑 图 64 的 十 字 路 口 及 公路 网 的 图 的 对 应 部 分 . 
可 能 的 行进 方向 已 在 公路 上 标 出 ， 在 横 的 车 道上 的 行进 一 定 不 作 
左 转弯 , 击 对 纵 的 “ 直 ? 车 道 则 不 加 限制 , 即 许可 在 十 字 路 口 照 吾 行 
进 、 左 或 右 转 弯 以 至 作 U 形 转弯 ， 白 线 表示 公路 的 中 心 线 ， 这 是 
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图 64 
决 不 许 穿越 的 ; 这 就 排除 了 在 到 达 十 字 路 口 以 前 及 以 后 作 U 形 转 
弯 一 这 情况 早已 被 略 去 ， 于 是 , 图 65 表示 出 通行 图 的 这 一 部 分 
的 最 后 形式 . 


1 
i 
图 65 


在 现代 大 城市 的 交通 中 ， 单 行车 道 的 重 ,.， 正 日 益 增 加 ， 在 
某 些 车 道上 , 单 向 通行 的 规定 ， 必 须 沽 虚 到 通行 条 件 的 实现 问题 ， 
即 , 能 否 从 贼 市 的 任 一 点 , 不 违反 交通 规则 地 到 达 任 何 另 一 点 ， 假 
设 在 任 一 十 字 路 口 允许 作 任 方向 的 转弯 , 问题 是 这 条 件 能 否 实现 ， 
在 用 图 说 明 通 行路 线 时 , 问题 取 如 下 形式 ; 能 否 给 图 的 边 以 定向 ， 
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使 每 个 顶点 从 每 一 其 你 顶点 没有 问 路 是 可 达到 的 ， 一 个 有 向 图 ， 
如果 此 通行 条 件 得 以 满足 , 则 叫做 强 连 通 图 . 入 了 给 一 人 的 和 
定 问 而 获得 一 个 强 连 通 图 ， 原 图 必须 是 连 过 的 ， 但 此 条 件 通常 

不 充分 的 ， (者 一 个 向 不 含 任何 各 边 ,条件 倒 是 充分 的 ， 因为 此 时 
通行 条 件 也 是 空 的 . ) 若 , 例如, 河岸 与 小 岛 仅 以 一 桥 相 联结 ， 且 若 
在 此 桥 上 只 许 单 向 通行 , 则 要 么 来 到 , 要 么 离开 小 岛 ， 在 不 违反 交 
通 规 则 的 情况 下 , 两 者 中 仅 一 者 是 可 能 的 . 

一 个 连通 图 的 边 , 若 把 它 删 去 , 就 使 图 不 再 连通 ， 则 称 此 边 为 
恬 ， 老 给 这 样 的 图 的 边 以 定向 ， 那 么 通行 条 件 总 是 不 能 得 到 满足 

命题 25 与 26( 第 一 章 的 ) 刻画 了 图 的 “连通 ”的 性 质 ， 类 似 
地 ， 下 列 命题 刻画 了 这 样 的 有 向 图 的 性 质 ; 若 略 去 边 的 方向 以 后 ， 
图 仍然 是 连通 的 . 〈 证 明 也 类 似 . ) 

8 车 部 是 从 连通 图 @ 给 其 边 以 定向 得 到 的 , 又 若 村 是 他 的 
子 图 不 包含 8 的 全 部 的 边 , 则 人 G 必 至 少 含 一 有 向 边 , 它 不 属于 Gd'， 
但 它 的 尾 或 它 的 头 在 人 内。 

下 列 命题 类 似 于 第 一 章 的 命题 25, 刻画 一 个 有 向 图 的 强 连通 
性 质 . 证 胃 也 类 似 oo 委 


但 它 忆 的 头 ( 或 尾 ， 的 或 必 分 2 不 在 下 两 
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练 习 
10.. 能 否 给 图 66 的 边 以 定向 , 使 通行 条 件 得 以 满足 ? 
11， 给 图 66 的 边 以 任意 定向 , 试 确定 其 顶点 的 入 次 和 ， 出 次 
和 及 其 边 数 . 
se $9 ee 


问 题 

12， 设 边 e 是 连通 图 G 的 一 座 桥 ， 求 证 e 不 属于 G 的 任 一 
回路 ， 

13， 求 证 命题 12 之 逆 也 成 立 ; 即 ， 若 G 中 没有 任何 回路 包含 
e, 则 e 是 G 的 一 座 桥 . | 

14. 在 图 66 上 添加 一 条 边 {a, 2}), 并 给 新 图 的 边 以 定向 ,使 它 
成 J 强 连通 图 . 

15， 一 个 有 向 图 , 至 少 含有 一 条 边 , 且 其 每 个 顶点 的 入 次 数 与 
出 次 数 相 等 ， 试 证 明 : 能 找 出 一 个 有 向 回路 组 , 使 其 每 条 边 恰 含 于 
回路 之 一 . 

16， 求 证 : 一 个 任意 的 有 同 完 全 图 , 必 有 一 个 顶点 具有 如 下 性 
质 : 可 从 这 个 顶点 沿 长 为 1 或 2 的 有 向 路 到 达 图 的 每 个 顶点 , 


由 于 图 66 的 图 中 , 边 {9, 好 是 一 座 桥 , 给 边 以 定向 ， 决 不 能 使 
通行 条 件 得 以 满足 . 
练习 11 的 三 个 未 知 数 的 每 个 的 值 是 16， 与 边 的 方向 无 关 . 这 
一 事实 并 非 偶 然 , 因为 每 添 一 条 边 使 出 次 数 添 加 1, 入 次 数 也 添加 
1. 于 是 有 
17. 任 一 有 同 图 中 ， 顶 点 的 出 次 数 和 与 入 次 数 和 都 等 于 图 的 
车 问题 12 的 边 e 属于 G 的 一 个 回路 , 则 把 它 删 去 并 不 改变 图 
的 连通 性 (参看 第 二 章 的 问题 3)， 因 此 ，e 决 不 能 是 G 的 一 座 桥 . 
为 了 解 问题 13， 假 定 连通 图 G 中 没有 含 边 。 = {4, 5} 的 任何 
回路 . 因此 , G 中 使 顶点 a 与 5 连通 的 每 条 路 必 包 含 边 。 , 因为 , 否 
则 把 。 联结 到 路 上 就 会 产生 一 个 回路 .车 从 G 中 删 去 。 ， 所 得 的 
图 G' 是 不 连通 的 , 因为 不 能 从 五 沿 着 G' 的 路 到 达 a ， 所 以 ,e 是 
060 。 


G 的 一 座 桥 . 
在 图 66 的 图 上 添加 一 条 边 , 象 在 问题 14 中 那样 , 就 得 到 -一 个 


图 66 图 67 
无 桥 的 图 ， 它 的 边 的 一 个 合适 的 定向 如 图 67 所 示 ， 一 般 地 ， 
18， 可 以 给 一 个 任意 的 无 桥 的 连通 图 的 边 以 定 同 ， 使 它 成 为 
命题 的 证 明 包括 下 列 几 步 : 首先 ， 考 虑 连通 图 G 的 一 个 子 图 ， 
无 桥 , 旦 其 边 能 被 定向 , 使 它 成 为 一 个 强 连通 图 ， 这 样 的 子 图 必然 
存在 ; 例如 , 单个 顶点 的 图 ， 显 然 满 足 这 些 “ 空 ?的 要 求 ， 车 此 子 图 
不 包含 G 的 全 部 边 ， 则 还 有 一 些 边 能 添 去 进去 而 使 定理 的 陈述 仍 
然 正确 ， 使 这 过 程 重复 适当 的 次 数 , 就 能 得 到 一 个 图 , 它 不 能 再 扩 
大 ， 这 图 与 G 相 重 . | 
为 了 简化 这 些 步 又 , 我 们 先 考 虑 一 个 子 图 , 它 不 能 再 扩大 ， 即 
G 的 子 图 G', 它 有 最 大 的 边 数 , 并 且 满 足 定理 的 陈述 . 
从 最 大 出 发 的 方法 ”应 用 它 ， 使 我 们 的 许多 定理 的 证 明 得 以 
简化 ， 类 似 地 , 也 经 常 使 用 从 最 小 出 发 的 方法 . 
回 到 我 们 的 问题 , 须 证 图 G' 重合 于 G，6G' 的 最 大 性 表明 一 条 
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两 个 端点 属于 G 的 边 一 定 属于 G', 因 此 ,车 G 不 同 于 GQG， 则 它 有 
一 顶点 不 属于 G'， 第 一 登 的 命题 25 表明 G 必 合 有 一 边 e 一 {a, 8}， 
使 a 属于 G 而 6 不 是 ， 按 问题 13, 4 中 无 桥 表明 了 G 中 存在 含 边 
e 的 一 回路 五 ( 见 图 68; 其 中 子 图 4 恰 由 虚线 围 出 )， 计 我 们 沙 着 
“从 4。 通 站 ,并 继 续 注 到 的 边 直到 到达 属 于 C 的 一 顶 反 c ，,( 参 


看 第 一 章 末 的 最 先 接触 的 点 )， 这 样 一 个 顶点 总 存在 ( 它 可 能 与 a 
相 重 )， 把 区 的 这 些 边 与 顶点 都 添加 到 G' 上 ， 并 考虑 所 得 的 
G",， UW' 的 每 边 可 加 以 定向 ， 使 G' 是 强 连通 的 ， 接 着 我 们 按 这 方 
向 给 五 的 每 条 边 加 以 定向 。 设 &" 是 由 4” 通过 给 的 边 以 定 入 
及 G' 的 定向 G' 而 得 来 的 有 向 图 ， 可 以 证 明 GB'' 是 强 连 通 的 ， 即 ， 
G" 的 每 一 顶点 了 可 以 从 任 一 顶点 a 沿 着 一 有 向 路 所 到 达 , 车 两 顶 
点 4 与 都 属于 GH, 则 由 G' 的 性 质 知道 这 路 是 存在 的 ， 攻 4 属于 
,人 但 了 不 是 ， 则 沿 着 在 G' 内 的 一 有 向 路 , 从 a 先 到 达 a ,再 从 a 
沿 下 的 边 到 达 f， 所 以 从 4 沿 著 8” 内 的 有 向 路 能 达到 了 .余下 
两 种 情况 , 当下 属于 G' 面 4 不 是 时 ,或 当 两 者 都 不 属于 C 时 ， 可 
类 似 地 加 以 讨论 ,由 于 个 可 扩大 到 GG 的 强 过 通 性 质 与 G 的 
最 大 性 相 了 矛盾， 所 以 G 不 能 不 同 于 G ,命题 得 证 . 

命题 15 是 问题 5 关于 有 向 图 的 一 个 推广 ， 把 推理 应 用 于 第 
一 章 命 题 23 的 第 一 解 .再 二 次 地 利用 : 从 图 的 任 一 边 出 发 沿 着 边 
e 62 。 


走 , 到 达 不 同 于 出 发 点 的 任意 一 个 顶点 , 由 于 顶点 是 同样 多 的 边 的 
头 与 尾 我 们 总 能 继续 下 去 ， 沿 着 一 个 有 回回 路 的 路 ， 在 我 们 到 达 
一 个 已 经 有 的 顶 扩 以 后 便 完结 .者 我 们 删 去 这 有 回回 路 的 边 ， 所 
得 图 的 每 个 顶点 的 和 人 次数 仍然 等 于 同一 顶点 的 出 次 数 ; 因此 , 这 个 
过 程 可 以 重复 . 由 锌 删 去 的 一 些 回 路 所 形成 的 组 恰 有 所 求 的 性 质 ， 
按照 这 一 推理 (参看 命题 6 的 证 明 )， 我 们 获得 一 个 关于 有 向 
图 的 命题 ， 
签 于 同 -顶点 的 出 次 政 , 并 候 定 时 连通 的 ， 则 含有 一介 半 欧 
拉线 、 反 反之 , 阁 一 个 无 立项 点 的 有 向 图 台 ， 具 有 一 条 闭 欧 拉线 ， 
则 G 是 连通 的 ， 且 忆 的 每 个 顶点 的 次 数 等 于 同一 项 点 的 出 次 数 ， 
命题 6 确定 了 具有 下 述 下 可 以 走 过 它 的 边 , 经 过 每 边 
恰好 一 次 , 并且 回 到 出 发 点 ， 当 沿 一 个 任意 的 连通 图 的 边 走时 , 所 
有 它 的 边 部 被 包含 在 终 值 于 出 发 点 的 一 一 条 路 线 中 ， 因 为 一 个 连通 
图 的 任 一 顶点 , 能 从 任 一 别 的 顶点 到 达 ， 不 过 , 这 路 线 常常 是 不 止 
人 能 民 得到 经 过 年 条 边 都 不 多 二 两 次 呢 ， 下 述 
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有 如 下 性 质 : ,从 休 过 按 和 人 方向 从 经 过 次。 

我 们 把 连通 图 G 的 每 一 条 边 都 变 成 两 条 边 , 则 所 得 的 图 G' 也 
起 过 通 的 ,并且 其 任 一 顶点 的 次 数 是 偶数 , 所 以 G' 是 欧 拉 图 . 于 是 
G 的 周 欧 拉线 规定 出 一 条 路 线 ， 它 以 确定 的 方式 通过 G 的 所 有 的 
边 . 让 我 和 纺 图 G 的 边 以 任意 的 定向 . 当 我 们 构造 G' 时 , 我 们 给 对 

多 逆 边 以 相 反 的 方向 . 所 和 的 一 个 有 内 图 G', 满足 命题 19 第 一 
的 条 件 , 所 以 有 一 闲 欧 拉线 ， 这 人 的 闭路 拉线 力 定 出 G 的 全 
部 边 上 的 一 条 路 线 ， 和 边 按 每 个 方 同 , 恰 通 过 一 次 . 
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问题 16 的 命题 对 于 仅 含 一 个 顶点 的 完全 图 是 正 确 的 ， 因 为 
“ 宏 ” 条 件 当然 被 满足 ， 所 以 , 假定 他 是 至 少 含 有 两 个 顶点 的 有 向 
完全 图 ， 且 2 是 具有 极 大 出 次 数 的 顶点 之 一 ， 我 们 来 考虑 以 2p 为 
尾 的 那些 边 ,并 以 Pi, P2,***, Pr 记 这 些 边 的 头 . 可 以 证 明 顶 点 2 
适合 命题 的 要 求 。 假设 不 然 ,下 有 一 顶点 9 ,使 下 列 各 边 

(p,9), (pi1, 9) (pz, 9) (Dr, 9) 

中 没有 一 边 是 属于 图 的 ， 因 为 了 
的 任 两 顶点 是 邻接 的 ， 于 是 下 列 
各 边 〈 也 如 图 69 所 示 ) 必 存 在 于 
元 中 : 

(gq, 2)， (9, p1), (9, Da)，…， 

(g, Pp ). 

所 以 ,顶点 4 至 少 是 8 十 1 条 
边 的 尾 ， 这 蔬 盾 于 pp 的 极 大 性 ， 图 63 

问题 16 应 用 数学 归纳 法 的 另 一 证 明 ， 现 介 绍 如 下 ， 以 7, 表 
示 具 有 % 个 顶点 的 完全 图 ， 对 于 任意 的 苞 命题 显 然 成 立 ， 设 对 
于 具有 % 个 顶点 的 任 有 向 完全 图 也 成 立 ， 需 证 对 任 芭 ,,, 也 成 立 ， 
若 删 去 图 他 ,的 任 一 顶点 9 以 及 与 8 关联 的 选 ， 由 假设 , 所 得 的 
图 了 ,有 所 需 的 性 质 ， 令 p 是 图 仿 , 内 满足 问题 条 件 的 顶点 ，p 
征 某 些 边 的 尾 ， 我 们 以 p1, pz,…, ps 表示 它们 的 头 ， 则 若是 项 
的 任 一 顶点 , 要么 边 (p,7), 要 么 边 (pi,7) 之 一 出 现 于 让, 中 . 车 
在 图 种, ,1 内 不 符合 问题 的 要 求 , 则 下 列 各 边 中 没有 -一 条 会 出 现 二 
到。 中 : 


Cp, 4), Cp1, 9), (pa, 9) ,ooo, (pi 9) 
这 表明 存在 下 列 的 边 

(9, 9), (9, p1), (9, p23),*, (q, pi). 
因为 ,对 于 ,的 任 一 顶点 7， 去 么 边 (p, 7) 灾 么 边 (pi,7) 之 一 出 
。 6 了 。 


现 于 项 ， ,，，8& 被 证 明 是 ,4,1 内 的 一 个 适合 命题 要 求 的 项 点 ， 


: 关于 无 限 图 的 注 
可 以 把 平面 上 的 两 坐标 轴 看 成 一 个 图 ， 使 得 轴 上 对 应 于 整数 
的 点 为 图 的 顶点 (参看 图 70)， 这 图 由 无 穷 多 的 顶点 与 边 组 成 (在 
定义 一 个 图 时 ,并 未 排除 顶点 或 边 为 无 穷 多 的 可 能 性 ). 


图 70 


这 图 是 连通 的 , 其 中 有 一 个 次 数 为 4 的 顶点 ( 即 对 应 于 原点 的 
顶点 ), 而 其 余 每 个 顶点 的 次 数 为 2， 无 论 如 何 , 图 不 含 闭 欧 拉线 ， 
因为 从 原点 出 发 的 任何 边 列 决 不 能 回 到 原点 . (自然 边 列 的 概念 
必须 推广 到 向 一 方 或 向 两 方 无 限 延 长 的 情形 . ) 

称 一 个 图 是 无 限 图 , 如 果 它 含有 无 穷 多 的 顶点 或 边 ; 否则 就 虽 


有 限 图 . | 

于 起 ， 命 题 6 的 第 一 部 分 对 无 限 图 不 成 立 ， 给 出 的 证 明 不 再 

适用 , 因为 假定 了 过 程 于 有 限 步 后 结束 , 而 对 于 无 限 图 不 能 作 这 个 

假定 ， 图 70 使 我 们 注意 到 以 下 事实 : 每 个 顶点 的 次 数 至 少 是 2， 

不 是 必须 有 回路 存在 。 对 于 有 限 图 , 这 可 是 必然 的 (参看 第 一 章 问 
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题 23)， 若 券 虑 从 原点 出 发 的 一 个 半 轴 ， 则 对 应 的 图 有 单独 一 个 
奇 次 顶点 ， 这 在 有 限 图 中 是 不 可 能 的 (第 一 章 的 命题 9)， 问 题 16 
的 命题 对 于 无 限 图 是 不 成 立 的 ， 以 Pi，Ps，Ps,… 表 示 一 无 限 完全 
图 的 顶点 , 按 下 述 方式 给 边 以 定向 : 使 每 个 边 的 尾 的 下 标高 于 同一 
边 的 头 的 下 标 ， 这 样 的 定向 产生 了 一 个 图 ， 其 中 , 离开 一 个 顶点 ， 
( 沿 着 已 给 的 方向 ) 由 此 能 到 到 达 的 顶点 只 有 有 限 个 ， 即 具有 较 低 
指标 的 顶点 . 

不 过 , 在 前 几 节 中 ， 也 有 一 些 命题 对 于 无 限 图 仍然 是 正确 的 ， 
例如 ,问题 12 及 问题 13 ， 只 考虑 图 70 中 的 一 个 轴 , 对 应 的 图 ( 参 
看 图 71) 的 边 , 沿 着 如 下 的 边 列 

(一 2, —1}), {—1;0}, {0, 1}, {1, 2}, * 
走 遍 了 对 应 图 (参看 图 71) 的 边 ， 此 边 列 “ 按 两 个 方向 都 是 无 穷 
图 71 
的 ?， 这 个 边 的 序列 可 以 认为 是 图 71 的 无 限 图 的 欧 拉 线 ， 在 此 者 
义 下 , 还 有 别 的 图 也 是 欧 拉 图 ， 考 虑 二 维 直 角 坐 标 系 , 对 于 任 一 整 
数 x， 夯 出 直线 z = 大 及 9 = 天， 坐标 为 整数 的 点 作为 此 图 (无 
穷 方 格 纸 ) 的 顶点 ， 此 图 中 ， 如 图 72 所 示 的 边 的 序列 是 图 的 一 个 


哆 拉 线 . 

前 述 各 例 表明 ， 对 于 无 限 图 ， 作 进一步 的 研究 是 必要 的 .在 
此 , 我 们 不 拟 作 更 多 的 讨论 .以 下 震 非 特别 声明 是 无 限 图 有 时, 总 假 
定 图 是 有 限 的 ， 


在 迷宫 里 

克 里 特 岛 神话 般 的 米 诺 斯 王 的 妻子 ， 是 叫做 米 诺 托 人 头 牛 身 
怪物 的 母亲 ， 和 希腊 巧 匠 第 斗 娄 建造 了 一 座 著 名 的 迷宫 ， 那 怪物 就 
被 安稳 地 图 在 里 头 ， 作 为 给 米 诺 斯 王 的 贡品 的 一 部 分 ， 一 些 雅 典 
的 童 男 与 竟 女 被 送 去 给 怪物 米 庄 托 吞食 ， 式 修 斯 ， 雅 典 王子 ， 决 
心 顶 芝 牺 柱 品 之 一 去 杀 死 米 诺 托 ， 公 主 亚 丽 阿 特 温 把 式 修 斯 找到 
一 边 , 给 了 他 一 个 线 球 , 告诉 他 : “把 线 的 一 头 栓 在 迷宫 的 大 门 上 ; 
你 呢 , 一 边 走 ， 一 边 放 开 线 球 ”"， 忒 修 斯 杀 死 了 怪物 ， 顺 车 原 路 返 
回 , 带 上 美丽 的 亚 丽 阿 特 诠 返回 项 堪 . 

米 诺 斯 迷宫 的 故事 只 是 借 古 铁 币 的 记 栽 留 传 下 来 的 ， 但 是 奥 
伦 治 的 威廉 王 的 迷宫 ( 建 于 1690 年 ) 却 至 今 还 屹立 着 ， 图 73 所 未 
为 其 平面 图 . 


一 座 迷 富 是 带 有 一 些 死角 与 岔口 的 回 罕 ， 如 果 把 死胡同 的 底 
山 及 回廊 的 分 贫 点 作为 图 的 顶点 ， 而 把 每 一 段 回廊 本 身 作 为 图 的 
ee G7 ， 


边 ， 那 么 在 迷宫 内 的 一 次 行走 可 模拟 为 沿 着 图 的 边 申 成 的 一 条 路 
线 . (一 个 人 在 迷宫 中 行走 , 他 是 不 知道 这 个 图 的 , ) 尽 可 能 简单 地 
画 出 这 个 图 ， 就 可 以 使 这 迷宫 一 
目 了 然 ， 例 如 , 图 74 表示 对 应 于 
图 73 的 迷宫 的 图 ， 在 此 图 中 , 顶 
氮 Z 是 唯一 的 次 数 为 2 的 顶点 . 
为 了 使 图 简化 ， 我 们 只 把 回廊 的 
其 次 数 为 3 的 岔口 作为 顶点 , 即 ， 
如 时 两 个 回廊 关联 于 一 个 点 ， 这 
个 点 ， 从 路 线 的 观点 看 来 是 无 关 图 74 


”对 要 的 , 那么 这 两 段 回廊 恰好 可 以 看 成 是 一 段 回廊 . 


按照 希腊 神话 ， 任 务 是 从 一 个 给 定 的 顶点 (迷宫 的 入 口 处 ) 出 
发 在 图 上 行走 , 经 过 每 条 边 至 少 一 次 , 最 后 回 到 始点 ， 要 求 一 个 合 
适 的 “迷宫 规则 ”以 避免 在 回路 上 祁 圈 (即便 是 使 用 了 线 球 , 式 修 
斯 也 需要 一 个 计划 以 便 找到 米 诺 托 , 然后 , 他 还 须 找 到 退路 . ) 如 所 
求 的 路 线 需 经 过 每 条 边 ， 所 考虑 的 图 必须 是 连通 的 ， 此 条 件 也 是 
充分 的 , 甚至 还 有 条 件 : 经 过 每 边 恰好 两 次 (参看 命题 20)， 双 重 
化 图 的 边 ， 考 虑 此 新 图 的 闭 欧 拉线 提供 了 一 个 走 迷宫 的 规则 ， 但 
图 是 术 知 的 , 就 象 忒 修 斯 不 知道 迷宫 的 图 一 样 . 需要 的 是 “局 部 的 ” 
条 件 , 就 是 说 , 只 处 于 某 通 行 位 置 的 条 件 下 ， 但 仍然 能 使 人 找到 所 
求 的 路 线 ， 现 在 给 出 两 个 这 样 的 规则 . 

迷宫 视 由 此 规则 仅 适 于 : 当 到 达 任 意 一 个 顶点 时 , 我 们 能 
说 出 关联 于 此 顶点 的 边 中 , 哪些 是 已 经 走 过 的 ; 并 且 我 们 随时 可 以 
沿 首 问 一 路 线 , 依 相 反 的 方向 而 返回 ，( 亚 丽 阿 特 涅 的 线 球 使 这 成 
为 可 能 . ) 让 我 们 从 一 个 特定 的 顶点 开始 ， 沿 着 未 走 过 的 边 尽 可 能 
远 地 走 下 去 ， 车 我 们 不 能 继续 走 了 , 就 沿 原 路 返回 , 直至 到 达 关 联 
于 一 条 未 走 过 的 边 的 一 个 顶点 ， 现 在 我 们 沿 着 这 新 的 边 按 规定 的 
* 68 。 


方式 走 ,， (读者 可 轻易 地 在 图 74 上 照 此 办 理 . ) 
”我 们 将 证 明 : 从 连通 图 G 的 特定 的 点 zx 出发， 经 过 所 有 的 边 ， 

终止 于 >z. 

让 我 们 考虑 这 样 的 时 刻 ， 我 们 走 上 了 还 未 经 过 的 边 中 的 最 后 
一 条 边 。 待 走 完 此 边 后 , 就 得 沿 同一 路 线 , 按 所 规定 的 规则 返回 到 
Z 。 经 过 这 样 的 过 程 , G 的 全 部 边 都 已 走 过 ， 否 则 , 我 们 能 找到 一 
条 不 曾 走 过 的 边 ， 并 且 它 的 端点 中 恰 有 一 个 已 到 达 (第 一 章 命题 
26). 但 是 按照 规则 必须 已 经 走 过 这 条 边 ， 这 一 矛盾 就 证 明 了 命 
题 . 

村 此 规划， 多 条 过 可 能 经 过 多 次 __ 反 正 是 至 几 两 次， 回忆 


命题 20， 这 种 走 法 ， 看 来 是 不 够 经 济 的 ， 下 列 规则 能 使 我 们 经 过 一 


每 边 恰好 两 次 , 即 , 沿 每 个 方向 一 次 . 

迷宫 规则 II 这 一 规则 仅 适 用 于 : 在 到 达 任 一 顶点 p 时 我 
们 能 说 出 关联 于 此 顶点 的 边 中 , 哪些 是 从 2 出 发 而 已 走 过 了 的 , 也 
能 说 出 哪 一 条 是 “进入 ”p 的 边 ， 即 我 们 首次 来 到 jp 的 边 ，( 比 如 ， 
可 借助 于 在 墙 上 作出 不 同 的 标记 . ) 让 我 们 从 一 特定 的 顶点 出 发 ， 
一 旦 到 达 7 ,我 们 就 沿 着 在 此 方向 至 今 还 未 走 过 的 边 走 , 此 边 也 可 
能 与 首次 来 到 的 边 重合 , 但 这 仅 限 于 下 述 情 况 : 从? 出 发 的 其 他 关 
联 于 p 的 边 已 经 走 过 了 

例如 , 我 们 在 图 74 的 图 中 , 从 z 出 发 , 沿 着 边 走 ， 由 于 此 图 中 
无 多 重 边 , 路 线 可 按 所 到 达 的 顶点 的 顺序 来 描述 ， 按 规则 II 的 一 
种 可 能 的 走 法 是 : 2, 6b, c, b, a, f, 9, i, 7 
h, Ce GD TaG x. 

我 们 将 证 明 ; 从 连通 图 G 的 顶点 zx 出 发 , 按 此 知 烛 ，G 的 每 一 
边 按 每 一 方 抽 恰好 经 过 一 次 ， 并 且 路 线 中 止 于 > 
”把 G 的 边 双重 化 后 得 到 的 图 记 为 G,， 给 G6 的 每 条 边 以 定向 ， 
使 对 应 工 G 的 问 一 边 的 G6 中 的 两 条 边 必须 有 不 同 的 方向 以 @ 
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表示 此 有 向 图 ， 我 们 从 顶点 z 出 发 ， 治 着 边 按 定向 走 ， 到 达 一 顶 
点 力 了 有时， 路线 仍 须 沿 尚 未 走 过 的 一 边 继 续 走 下 去 ， 仅 当 没 有 别 的 
可 能 性 时, 这 边 可 以 是 对 应 于 首次 来 到 的 边 ， 

为 了 证 职 我 们 的 命题 (对 于 G), 只 须 证 下 列 命 题 ， 从 全 的 顶 
点 z 出 发 , 据 给 定 的 规则 ， 仅 经 过 每 进 一 次 ， 走 到 >z 为 止 ( 走 过 Cs 
的 两 边 ， 它 们 对 应 于 G 的 同一 边 ， 相 当 于 沿 此 边 的 每 个 方向 走 一 
次 ). 

由 于 G6 的 每 个 顶点 的 入 次 数 竺 于 同一 顶点 的 出 次 数 ， 按 规 
则 ， 我 们 的 路 绕 只 能 终止 于 zx。 我 们 还 须 证 明 的 只 是 , 最 后 到 达 z 
时 对 应 于 路 线 的 闲 边 列 下 和 丛 好 是 Co 的 一 闭 欧 拉线 . 

设 顶 点 是 ( 按 它 们 在 路 线 中 出 现 的 顺序 )， 

Lpi, pz, 03 1 
让 我 们 设 G。 含有 不 属于 王 的 一 边 ， 应 用 命 王 8 于 机 及 由 到 的 边 
组 成 的 子 图 .存在 一 条 边 属于 Gi 而 不 属于 了 , 但 要 么 它 的 头 要 么 
它 的 尾 作为 边 列 下 的 顶点 之 一 ， 以 mm 表示 有 如 下 性 质 的 顶点 中 
的 头 一 个 :存在 不 异 于 了 的 一 条 边关 联 于 它 ， 册 于 在 图 G。 中 p， 
的 出 次 数 与 人 次 数 相等 ， 又 因 p, 在 中 有 同 数 目的 边 的 头 与 尾 ， 
不 在 了 内 但 关联 于 z 的 一 条 边 的 存在 表明 必然 至 少 存在 一 条 边 
它 不 民 于 了 ,而 它 的 尾 是 p。， 且 必然 至 少 存在 一 条 边 , 它 不 属于 了 
而 其 汰 为 2。， 由 于 ps 是 一 条 边 的 尾 , 该 边 不 属于 六 ,所 以 , 路 线 不 能 
终止 于 pn, 即 px 了 关 P1， 首 次 来 到 ps 的 边 必然 是 属于 下 的 边 (ps_y 
ps )， 国 为 我 们 考虑 到 在 给 定 的 序列 中 p 的 是 首次 出 现 ， 但 对 应 
的 边 (ps, Pr-1) 必 也 属于 ,否则 , 就 会 存在 一 个 顶点 加 _， 使 得 它 
关联 于 不 压 于 了 的 人 的 一 条 边 , 这 是 一 个 巴 壬 ， 但 在 另 一 情况 也 
洋 册 了 了 矛 质 ， 岗 于 p。， 一 定 是 根本 还 未 走 过 的 一 条 边 的 思 ; 搁 规 
则 ， 这 排 浴 了 我 们 没 著 对 应 于 首次 来 到 gr 的 边 直 的 可 第 注 ， 于 
是 , 命题 得 证 . 
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别 的 例子 , 如 某 展览 会 上 展品 的 回 廓 组 的 布置 ， 虽然 , 不 打算 
把 它 弄 成 一 个 迷宫 , 但 总 得 使 参观 者 看 到 每 件 展品 , 同时 又 使 他 们 
不 重复 地 走 同一 回廊 ,所 以 ,一 个 “迷宫 是 适用 于 展览 会 的 ,只 要 对 
应 的 图 是 一 个 欧 拉 图 ， 在 此 情况 下 ， 参 观 者 也 得 沿 一 闭 欧 拉线 以 
避免 不 必要 的 行走 ， 对 于 每 位 参观 者 可 以 给 定 一 个 路 线 的 计划 ， 
但 征 , 奋 参 观 者 要 避免 不 止 一 次 地 走 同一 回廊 而 能 看 到 每 件 产 品 ， 
一 个 迷宫 "更 为 合适 . 


图 75 图 76 
一 个 欧 拉 图 没有 孤立 顶点 , 叫 作 始点 为 z 的 随意 欧 拉 图 , 如 果 
从 z 出 发 , 只 要 走 新 边 ， 就 必然 产生 一 条 欧 拉 线 ， 一 个 “作为 展览 
线 的 迷宫 ”就 对 应 于 这 样 的 一 个 图 ， 一 个 回路 显然 是 以 它 的 任 一 
. 顶点 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 可 以 断言 ( 稍 迟 还 将 加 以 证 明 ) 图 75 
的 图 是 上 只 以 z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 , 而 图 76 的 图 则 是 既 以 w， 也 
以 为 始点 的 随意 欧 拉 图 (但 不 能 以 别 的 顶点 为 始点 )， 
以 下 我 们 将 研究 那么 一 些 图 的 结构 ， 它 们 是 以 其 某 些 顶点 为 
始点 的 随意 欧 拉 图 ， 


问 8 
21， 图 G 是 以 顶点 z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 网 拉 图 G, 含有 
Z%， 有 内 为 G 的 真子 图 ， 山 去 Gi 的 边 ， 同 时 删 去 由 于 删 去 这 些 边 
2 {+ 


而 成 了 狐 立 顶点 的 那些 顶点 . 设 G: 是 留存 的 图 ， 求 证 G 与 0: 
都 是 以 zx 为 始点 的 随意 欧 拉 图 . 

22， 求 证 : 若 G 是 以 z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 , 则 z 含 于 G 的 和 
个 回路 中 ; 反之, 者 欧 拉 图 G 的 每 个 回路 都 包 合 *， 则 日 是 以 为 
始点 的 随意 欧 拉 图 ， 


问题 21 的 图 G, 是 欧 拉 图 ; 以 石 表示 其 闭 欧 拉线 之 一 ， 由 于 
G 是 以 z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 , 可 以 先 随 着 已 沿 G1 走 ， 因 此 ，G: 
是 以 z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 在 任何 情况 下 ，G。 是 欧 拉 图 且 含 有 
zx .对 换 G1 与 Gs 的 作用 表明 G, 也 是 以 zx 为 始点 的 随意 欧 拉 图 . 

为 了 解 问题 22 的 第 一 部 分 , 假定 K 是 G 中 不 含 z 的 回路 ， 删 
去 及 的 边 ; 由 于 所 得 图 的 每 个 顶点 的 次 数 是 偶数 ， 它 的 分 支 G; 含 
有 zx， 所 以 全 部 边关 联 于 它 ， 是 欧 拉 图 ， 图 G1 与 玉 的 并 记 为 Cs 
Ga 的 每 个 顶点 是 偶 次 数 的 ， 且 Gs 是 连通 的 ， 为 了 证 明 这 后 一 个 
结论 ， 我 们 注意 到 五 的 每 个 顶点 能 由 连通 图 内 的 从 z 出 发 的 一 
条 路 所 到 达 , 存在 此 路 的 一 部 分 含 于 G!:， 若 它 的 端点 是 z 及 的 
一 个 顶点 , 但 没有 它 的 内 点 属于 下 ， 所 以 Gs 是 欧 拉 图 ; 因此 , 按 问 
题 21, 这 是 以 z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 .但 这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 在 
沿 它 的 闭 欧 拉线 之 一 首先 通过 G; 的 所 有 的 边 时 ， 下 的 边 将 绝 不 能 
被 到 达 , 因为 y 不 含 于 天 . 

为 了 解 问题 ?2 的 第 二 部 分 ， 假 定 欧 拉 图 G 中 有 一 顶点 x 含 
于 G 的 每 个 回路 中 ,而 假设 G 不 是 以 z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 若 
我 们 从 z 沿 G 的 边 走 , 则 路 线 可 能 终止 于 x 而 不 包含 G 的 爹 部 边 ， 
但 含有 关联 于 x 的 全 部 边 ， 这样 一 个 闲 边 列 的 边 应 予 删 去 ， 因 为 
所 得 图 的 每 个 顶点 的 次 数 全 是 偶数 , 根据 问题 5 所 述 , 它 包含 一 人 
回路 . 但 z 未 含 于 此 回路 内 , 这 是 一 个 矛盾 ， 问题 22 得 证 . 

也 可 以 把 问题 22 的 命题 叙述 如 下 ; 一 个 图 G 是 以 其 顶点 z 为 
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始点 的 随意 欧 拉 图 ， 当 且 仅 当 G 是 欧 拉 图 并 且 删 去 关联 于 z 的 边 
就 产生 一 座 林 ， 所 以 ， 图 75 与 图 76 的 图 分 别 是 以 z 为 始点 与 以 
2 及 9 为 始点 的 随意 欧 拉 图 但 它们 不 是 以 任 一 别 的 项 瓜 为 始 所 
的 随意 欧 拉 图 . / 

另 一 方面 , 让 我 们 考虑 一 座 林 工 与 一 个 不 含 于 上 的 顶点 2 再 
添加 一 些 边 到 图 上 : 若 顶 点 在 工 内 是 奇 次 数 的 , 就 以 奇数 条 边 联结 
z 到 工 的 一 个 顶点 上 ， 并 且 以 偶数 条 边 把 x 联结 到 工 的 其 余 顶 点 
上 . 车工 的 顶点 不 是 孤立 顶点 , 这 偶数 也 可 以 是 零 ， 最 后 , 还 允许 
联结 关联 于 z 的 环 ， 得 到 的 图 G 是 连通 的 ， 其 每 个 顶点 是 侦 次 数 
的 , 因为 奇 次 数 项 点 的 个 数 是 偶数 (参看 第 一 章 命题 9); 二 的 全 部 
顶点 是 偶 次 数 的 , 所 以 z 的 次 数 也 必 为 侦 数 ， 因 此 G 是 欧 拉 图 , 从 
问题 22 的 新 说 法 , 它 是 以 z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 所 以 ， 以 一 顶 
点 为 始点 的 随意 欧 拉 图 能 刻画 如 下 : : 
”23， 革 一 座 林 工 的 项 点 以 新 边 联结 于 不 含 于 工 的 顶点 z， 使 
得 偶数 条 新 边 联结 于 工 的 一 个 顶点， 车 这 个 顶点 在 工 内 是 偶 次 的 
(车 顶点 不 是 工 内 的 孤立 项 点 这 数 可 以 是 零 )， 以 及 奇数 条 新 边 联 
信 的 一 个 机 点， 者 上 大 点 在 上 内 基 厅 次 的 最 后 还 可 添加 一 此 
为 熙 训 的 随意 隐 拉 因 闻 可 忆 接 上 方式 得到、 
”图 77 表示 以 此 方式 构造 得 的 一 个 图 , 它 是 以 z 的 始点 的 随意 
欧 拉 属 ， 实 线 是 二 的 边 . 

我 们 现在 考虑 那些 以 两 个 顶点 为 始点 的 随意 欧 拉 图 假定 图 
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G 是 以 z 与 y 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 若 出 去 顶点 z 以 及 与 它 关 联 
的 那些 边 , 就 得 到 一 座 林 工 (如 上 述 )， 让 我 们 假定 工 是 不 连通 的 ， 
世 ! 是 荆 的 不 含 Y 的 分 支 ， 工 要么 是 一 个 孤立 顶点 ,至少 由 G 的 两 
边 联结 于 xz， 要 么 含有 一 个 次 数 为 1 的 顶点 (参看 第 一 章 的 问题 
23); 但 第 一 章 的 命题 9 表明 它 还 含有 奇 次 顶点 , 此 时 发 现 5 的 两 
顶点 由 工 , 内 的 一 条 路 所 连通 且 邻 接 于 xz ， 在 任 一 情况 下 , 找到 了 
仅 由 z 与 工 的 顶点 组 成 的 G 内 的 一 个 回路 ， 因 为 此 回路 不 含 9， 
因而 不 能 是 以 y 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ( 据 问题 22), 这 是 一 个 矛盾 . 
所 以 , 忆 是 一 棵 树 ， 问 题 22 表明 G 内 不 能 有 环 关 联 于 z ， 除 y 外 
没有 工 的 顶点 以 多 于 一 条 的 边 联结 于 z, 除 5 外 也 没有 工 的 侦 次 
顶点 在 G 内 邻接 于 >. 

”让 我 们 假定 在 工 内 存在 一 个 次 数 至 少 为 3 的 顶点 zs ， 我 们 从 
z 出 发 ， 按 一 个 任意 的 方向 经 过 工 的 边 ， 由 于 工 是 树 ， 路 线 沿 着 
了 的 路 终 目 于 二 的 一 个 次 数 为 1 的 顶点 ， 我 们 再 一 次 从 z 开始 ， 
但 只 沿 前 次 未 曾经 过 的 边 走 ， 得 到 了 二 的 另外 的 路 ， 联 结 了 * 与 
一 个 次 数 为 1 的 顶点 ， 没 有 接触 任 一 顶点 二 次 ， 甚 至 也 不 接触 第 
一 轮 走 过 的 顶点 ， 以 此 方式 从 z 构造 尽 可 能 多 的 路 ， 命 题 23 表 
明 这 些 路 的 端点 (不 同 于 z 的 ) 全 在 G 内 邻接 于 x . 若 z 尖 3 可 以 
从 这 些 路 中 选 出 两 条 ， 使 y 不 含 于 其 中 的 任 一 条 ， 但 它们 的 端点 
(不 同 于 z 的 ) 邻接 于 zw ， 把 这 些 
路 联结 到 zx 产生 一 个 不 含 g 的 回 
路 , 据 问题 22, 这 是 一 个 矛盾 . 


AS 


因此 , y 是 工 中 次 数 大 于 2 的 。\、\、 i ， / 
仅 有 的 一 个 顶点 , 工 由 这 祥 - 些 ANAL 
路 组 成 , 每 条 路 含有 y ,但 任 两 条 ~~S 7 
路 无 别 的 公共 顶点 . (证 明 可 由 图 。 图 78 


78 引出; 实 线 对 应 于 工 的 边 , ) 端 点 不 在 y 的 路 的 端点 全 联结 到 z ， 


”IAA ， 
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外 , 要 须 上 能 在 中 令 | 于 所 以 ,6 C 是 在 2 与 的 和 


此 路 的 履 昌 是 个 数 是 23 表明 此 时 G 确 实 是 以 4 与 y 为 始 忌 
的 随 辣 区 上 拉 图 ， 于 龙 ， 下 述 命 题 足 以 刻画 以 两 个 项 反 为 始 反 的 随 
意 欧 拉 图 : / 
条 路 没有 任何 公共 内 点 ， 则 所 得 的 图 是 以 x 与 y 为 始 为 始 扣 的 随意 欧 
拉 图 ， 所 有 以 7z 本 2 为 妇 点 的 随意 欧 们 图 都 能 以 此 方式 得 到 、 
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25， 图 79 表示 某 城镇 的 一 部 分 ， 我 们 要 参观 商店 的 椰 窗 , 它 
们 沿 着 街道 波 租 线 标 出 ， 我 们 用 z 表示 始点 兼 终点 ， 技 出 使 所 需 
时 间 为 极 小 的 一 条 路 绕 ， 假 定 不 计 槛 过 街道 的 时 间 。 
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图 79 


: 26.， 图 80 是 布达佩斯 一 个 八角 上 ` 场 的 简 图 ， 在 围 著 直 角 十 字 
路 口 忆 八角 国 上 , 只 允许 按 反 时 针 方 向 通行 ， 然 而 , 允许 从 八角 形 
9 7 we 


的 顶点 作 堪 转弯 而 在 每 个 岔口 作 右 转弯 画 出 对 应 于 这 广场 的 
部 分 的 城市 交通 图 . 


27， 有 一 辆 清洁 车 , 需 单独 清扫 城市 中 图 81 所 示 部 分 的 全 部 
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图 81 


街道 , 始点 兼 终点 为 z。 箭头 所 示 的 街道 单行 首 
* /6 。， 


一 遍 , 而 其 


它 的 街道 ， 两 侧 都 需 清扫 ， 在 任 
一 十 字 路 口 都 不 禁止 转弯 ， 找 出 一 
一 条 经 济 的 路 线 以 实现 上 述 要 | 
28. 在 图 81 中 未 标 出 进行 
方向 的 街道 上 标 出 单 向 通行 箭 
头 ， 使 得 通行 条 件 仍 能 满足 . 
29， 按 两 迷宫 规则 之 一 走 遍 
图 82 所 示 的 迷宫 . 图 82 


回 题 
30， 求 证 ， 若 一 连通 图 含有 2t(k 三 1) 个 奇 次 顶点 , 则 可 在 图 
投 8 个 开 边 列 , 使 图 的 任 一 边 恰 含 于 这 些 边 列 之 一 
1， 求 证 : 如 果 一 个 图 中 , 每 个 顶点 的 次 数 是 4 , 则 它 的 边 能 
按 这 样式 沁 上 开 色 下。 入 全 的 这 能 
颜色 , 而 每 个 顶点 有 性 质 : 与 它 关 联 的 4 边 中 有 两 者 是 红 的 , 有 两 
者 是 蓝 的 ， 
32， 推 广 问题 3， 即 尽 可 能 多 地 从 一 堆 多 米 诺 骨 牌 中 选取 上 
” 牌 , 以 保证 数 0, 1, 2, …,2 的 每 一 可 能 的 不 同 的 对 的 出 现 ， 但 别 的 
骨牌 不 要 ，( 这 里 考 虚 的 是 多 米 诺 的 “抽象 "的 集合 , 因为 刀 是 任意 ， 
的 自然 数 ，) 能 选 出 多 少 多 米 诺 骨 牌 对 ? 多 大 的 n 值 能 使 全 部 选 
到 的 骨牌 对 排列 成 唯一 的 环 链 ? 
| 33， 对 于 有 向 图 GG 的 每 个 顶点 p, 有 
Pout (Pp) — Pin (2). 
设 4 是 的 顶点 集 的 任 一 子 集 ， 求 证 头 在 4 而 尾 不 在 4 的 边 数 等 
十 尾 在 4 而 头 不 在 4 的 边 数 ， 
s 77 


44， 投  ， 加 ，…，2 是 有 向 图 6 的 顶点 ， 求 证 下 列 的 和 是 

偶数 : : z / 
[poui (p1) — in(p1) | + [pout (pa) — Pin(p2) | 十 

+ |gout (Bn) — Pin (pn) |. 

35， 求 证 , 若 G 是 连通 图 且 上 一 问题 提出 的 和 是 28 (8 之 1)， 
则 能 在 内 找到 个 开 边 列 使 得 G@ 的 每 边 恰 含 于 这 些 边 列 之 一 
(参看 问题 30). 

38， 求 证 ， 任 一 无 环 的 图 能 用 这 样 的 方式 加 以 定向 ， 使 得 有 
向 图 不 含有 向 回 8 | 

37. 在 某 项 竞赛 中 ， 每 个 局 中 人 与 其 余 所 有 的 局 中 人 进行 了 
对 抗 赛 , 没有 和 局 ， 求 证 ， 总 能 找到 一 名 局 中 人 , 他 能 在 所 有 其 他 
的 局 中 人 中 ， 列举 出 哪些 局 中 人 是 波 他 战胜 的 哪些 局 中 人 又 是 被 
他 战胜 的 人 所 战胜 的 . 

38， 求 让: 若 一 个 有 向 图 的 任 一 顶点 的 入 次 数 与 出 次 数 是 
相等 的 , 则 下 列 命 题 是 正确 的 ， 对 于 GG 的 任意 一 对 顶点 4 与 5, 从 
a 通 向 5 的 边 两 两 不 相 重 的 有 向 路 的 极 大 数 等 于 从 5 通 向 a 的 边 
两 两 不 相 重 的 有 向 路 的 极 大 数 . ax 

39， 一 个 图 是 以 不 止 两 个 顶点 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 求 证 图 
是 一 个 回路 , 因而 是 以 其 任 一 顶点 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 
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第 四 章 覆盖 图 的 顶点 的 路 线 


图 83 表示 一 个 正 多 而 体 , 它 的 表面 由 12 个 正 五 边 形 所 构成 ， 
称 为 正 十 二 面体 ， 若 把 它 的 顶点 看 作 是 一 个 图 的 顶点 ， 则 我 们 可 
以 用 图 84 中 的 图 来 表示 它 ， 把 它 画 在 一 平板 上 .设想 图 的 顶点 
是 板 上 的 和 孔 有 眼 , 用 20 个 软木 塞 子 用 来 填塞 也 上 腿 ， 第 一 个 塞 子 可 以 
插入 任 一 孔 眼 , 但 其 余 的 每 个 塞 子 必须 放 入 与 前 一 个 邻接 的 孔 眼 . 
说 一 个 解 是 成 功 的 , 如 果 所 有 的 赛 子 能 按 给 定 的 规则 放 进 孔 眼 ,使 . 
最 后 到 达 的 孔 眼 相 邻 于 第 一 个 ， 这 个 游戏 叫做 十 二 面体 游戏 (或 
“周游 世界 ”), 是 由 爱尔兰 的 数学 家 哈密 尔 顿 (Hamilton，1860) 首 
创 的 ， 


图 83 图 84 
练 “ 习 
1， 求 出 十 二 醒 体 游戏 的 一 个 解 ， > 


2， 用 下 述 方式 画 出 图 85 的 “16 格 棋盘 ”上 的 图 : 顶点 对 应 
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于 棋盘 格 ， 当 且 仅 当 对 应 的 “棋盘 " 格 之 一 能 以 马 的 一 步 跳动 到 达 
另 一 顶点 时 , 两 顶点 为 一 条 边 所 联结 . 


,， 图 85 图 86 

图 86 表示 练习 1 的 一 个 解 ， 第 一 个 骞 子 可 以 放 进 任 一 孔 眼 ; 
所 有 其 余 的 塞 子 如 粗 线 所 示 的 顺序 插入 ， 粗 线 是 图 的 一 个 回路 ， 
它 含 有 图 的 全 部 顶点 ， 经 过 图 中 全 部 顶点 的 一 个 回路 ， 叫 做 图 的 
一 个 哈密 尔 顿 回路, 具有 同一 性 质 的 一 条 路 , 叫做 图 的 一 个 哈密 尔 
顿 路 ， 如 果 图 中 存在 哈密 尔 顿 回路 , 则 也 存在 哈密 尔 顿 路 , 因为 从 
险 密 尔 顿 回路 中 删 去 其 任 一 边 就 
得 到 哈密 尔 顿 路 ， 显 然 ; 图 84 的 
图 的 任 一 哈密 尔 顿 回路 表示 十 二 
面 游戏 的 一 个 成 功 的 解 ， 而 游戏 
的 任 一 解 也 指出 图 的 一 个 哈密 尔 
顿 回路 . | 

图 87 表示 练习 2 的 一 个 解 
细 线 标 出 的 是 棋盘 ， 


KA 


问 题 


3， 若 从 一 个 连通 图 G 删 去 个 顶点 (以 及 删 去 关联 于 它们 的 
* 80 « 


边 ) 产生 一 个 分 支 数 大 于 到 的 图 ， 求 证 :此 图 G 不 能 有 哈密 尔 顿 
回路 ; 又 , 车 G 的 分 支 数 大 于 十 1， 则 连 哈密 尔 顿 路 也 没有 . 
4， 能 否 以 一 马 的 跳 步 完全 覆盖 图 85 的 “棋盘 ”使 接触 每 个 
方 格 恰 一 次 ? 允许 从 任 一 方 格 出 发 ， 
5。 对 于 “25 格 的 棋盘 "回答 与 问题 4 同样 的 问题 . 了 
6， 求 证 : 前 6 个 塞 子 的 一 种 特定 位 置 可 以 阻止 十 二 面体 游 
戏 得 解 . -| 
7， 第 一 个 (或 第 一 与 第 二 个 ) 塞 子 已 定位 , 试 确定 成 功 地 继续 
十 二 面体 游戏 的 可 能 的 方法 的 数目 . 


问题 3 的 证 明 十 分 简单 ， 车 删 去 连通 图 的 个 顶点 ， 一 个 回 
路 的 顶点 与 一 条 路 的 顶点 分 别 售 于 新 图 的 至 多 妈 与 不 -1 个 分 支 
中 。 因为 哈密 尔 顿 回路 与 哈密 尔 顿 路 都 包含 图 的 全 部 顶点 ， 若 图 
原来 就 分 别 有 哈 密 尔 顿 回路 与 哈密 尔 顿 路 , 在 删 去 有 个 顶点 后 , 所 
得 的 图 分 别 地 不 能 有 多 于 与 十 1 个 分 支 ， 例 如 ， 图 88 一 91 中 
没有 一 个 图 含有 哈密 尔 顿 回路 ， 而 图 90 与 91 的 图 甚至 还 不 含 哈 
密 尔 顿 路 (2, a 及 是 被 删 去 的 顶点 ). 


图 88 

连通 图 的 一 个 顶点 叫做 一 个 割 点 或 关节 点 ， 若 把 它 移 去 就 产 - 

生 一 个 不 连通 的 图 ， 如 果 一 个 图 含有 多 于 一 条 边 ， 则 关联 着 环 的 
一 个 项 氮 得 常 叫 做 一 个 割 点 .在 图 88 与 90 的 图 中 ， 顶 点 2 是 
和, 81 , 


图 90 | 


割 点 ， 四 
象 我 们 已 见 到 的 ， 顶 点 不 .WW 
止 一 个 的 图 车 含有 一 个 割 点 就 
不 能 有 哈密 尔 顿 回路 . 

问题 4 是 要 确定 图 87 中 的 / 
图 G( 画 在 一 个 “棋盘 ”上 的 ) 是 图 91 
否 有 一 个 哈密 尔 顿 回路 或 一 条 哈密 尔 顿 路 . 把 图 重 画 , 使 顶点 的 布 
置 更 清楚 . 删 去 次 数 为 2 的 顶点 (棋盘 的 角 ) 以 及 4 个 顶点 5 以 获 
得 两 个 回路 ( 见 图 92); 以 与 4 分 别 标记 此 两 回路 的 顶点 ， 若 把 
此 两 回路 画 成 不 相交 的 , 则 图 就 更 清楚 了 (图 93)， 每 个 顶点 8 邻 
接 于 一 顶点 。 与 一 顶点 4d 。 我 们 可 以 说 (即使 是 在 原 图 内 )， 也 易 
于 在 新 形式 下 构造 成 使 G 是 是 连通 的 ， 出 去 4 个 顶点 5 产生 一 个 具 
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图 93 


有 6 个 分 支 的 图 : 两 个 不 同 的 回路 (分 别 以 e 与 4 为 顶点 ) 以 及 4 
个 标号 为 a 的 顶点 ， 于 是 , 据 问题 3，G 没有 哈密 尔 顿 回路 ， 也 没 
有 了 哈密 尔 顿 路 ， 所 以 , 图 85 的 棋盘 不 能 象 问题 4 规定 的 那样 为 一 
马 所 跳 遍 . 

为 了 解 问题 5, 须 找 图 94 的 图 8 的 一 哈密 尔 顿 路 . 此 时 一 种 新 
的 较 清 楚 的 图 的 构造 仍 将 是 有 益 的 ， 以 e 与 五 分 别 记 次 数 为 2 的 
顶点 ( 角 ) 及 它们 的 邻 点 ， 图 95 只 表示 出 关联 于 顶点 a 的 那些 边 ， 


SAAa 
SZ 
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图 94 图 95 
这 8 条 边 构成 一 个 C 的 回路 , 它 不 能 全 属于 图 的 一 哈密 尔 顿 回路 或 
哈密 尔 顿 路 , 所 以 , G 不 能 有 哈密 尔 顿 回路 , 因为 , 哈密 尔 顿 回路 必 


”有 


须 包 含 关联 于 次 数 为 2 的 顶点 的 全 部 边 ， 又 若 G 有 一 哈密 尔 顿 
路 ， 其 端点 中 必 有 一 顶点 4， 因 为 路 不 能 含有 关联 于 a 的 8 条 边 ， 
而 删 去 这 些 边 中 的 任 一 条 ， 就 产生 一 个 次 数 为 1 的 项 后 4， 从 图 
94 的 图 中 删 去 全 部 的 顶点 4 与 2 得 到 图 96 的 图 . 者 顶点 “也 被 
删 去 , 束 只 和 镜 下 一 个 长 为 16 的 回路 天 ， 沿 着 回路 到， 每 隔 一 个 项 


图 96 图 97 

点 记 以 -&; 它们 都 与 c 邻接 .图 97 表示 同一 个 图 G， 只 是 使 得 
的 顶点 落 在 一 个 圆 上 ， 现 在 , 我 们 的 图 是 更 清楚 了 , 其 中 有 着 许多 
哈密 尔 顿 路 ， 这 些 哈密 尔 顿 路 之 ， . 
一 在 图 97 中 用 粗 线 标 出 ， 在 “ 棋 
盘 ? 上 ， 对 应 于 马 跳 法 如 图 98 所 

我 们 必须 强调 4 或 9 格 的 “ 棋 
盘 ” 不 能 由 一 马 的 跳动 所 完全 覆 
盖 ， 在 第 一 种 棋盘 上 ， 马 根本 不 
能 跳 ， 而 第 二 种 “棋盘 "的 中 央 的 
一 格 ， 不 能 由 一 马 从 其 余 的 任 一 图 98 
格 所 到 达 ， 另 一 方面 “真正 的 ?棋盘 (有 64 格 的 ) 能 被 单独 一 马 所 
全部 黎 兽 ,即使 是 加 上 条 件 : 在 棋盘 的 最 先 与 最 后 一 格 间 的 距离 价 
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相当 于 马 的 一 步 跳动 ， 就 是 ， 在 棋盘 上 用 所 述 方式 画 出 的 图 是 一 
哈密 尔 顿 回路 ， 有 着 大 量 已 知 的 解 , 问题 已 经 过 长 期 的 研究 ， 然 
而 , 未 经 尝试 和 失败 要 找 出 解 来 还 是 相当 困难 的 .图 99 所 表示 的 
哈密 尔 顿 回路 是 这 些 解 中 的 一 个 ; 另 一 解 如 图 100 所 示 ， 其 中 马 
的 跳动 顺序 是 用 数字 给 出 的 ， 这 后 一 解 的 奥妙 在 于 任 一 行 或 列 的 
和 是 260。 还 有 一 些 类 似 的 解 (组 成 所 谓 幻 方 ). - 
ea Sa lll2es lr,s7 | 
ROADTANINE eg 
XB Tap XP [ANP| [10ls9lesl21) 40)13 |s6|27 
e122| 9 |52|33|28)39)16 
好 | 7 Je0[ 1 120 141154)29 
全 EGG 
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图 99 图 100 

上 一 全 过 论 了 沿 着 图 的 边 的 路 线 ， 经 过 每 边 怡 一 次 ， 只 有 当 
图 有 共有 一 条 闭 的 或 开 的 欧 拉 线 时 ， 这 才 是 可 能 的 ， 一 个 一 般 的 定 
理 刻画 出 图 有 闭 的 或 开 的 欧 拉线 的 特征 〈 第 三 章 的 命题 6 与 7)， 
并 且 给 出 了 寻求 应 当 经 过 的 边 的 顺序 的 方法 ( 紧 接 着 第 三 章 问 题 
5 的 第 二 解 之 后 )， 本 章 处 理 的 是 类 似 的 问题 ， 若 我 们 沿 着 图 的 
某 些 边 走 ， 它 的 全 部 顶点 都 需 经 到 过 恰恰 一 次 ， 当 图 有 哈密 尔 顿 
回 贤 或 哈密 尔 顿 路 时 , 此 要 求 是 能 兑现 的 ， 不 过 , 既 还 没有 一 般 的 
命题 来 刻画 一 个 图 具有 了 哈密 尔 顿 回路 或 哈密 尔 顿 路 的 特征 ， 也 未 
得 到 一 种 寻求 这 样 的 路 线 的 做 法 ，( 倒 存在 一 些 表明 图 有 哈密 尔 
顿 回路 或 哈密 尔 顿 路 的 充分 条 件 ， 但 这 些 条 件 都 不 是 必要 的 ， 本 
章 祖 后 将 介绍 其 中 的 几 个 ，) 所 以 说 , 在 一 个 图 中 寻求 哈密 尔 顿 回 
路 比 妃 求 欧 拉线 要 国难 得 多 ， 问 题 的 解 , 在 实用 上 也 许 是 重要 的 . 
例如 , 条 一 旅行 者 必须 访问 某 些 城市 , 他 就 必得 考虑 由 公路 或 铁路 
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的 网 络 所 对 应 的 图 , 他 应 当 沿 图 的 哈密 尔 顿 回路 或 哈密 尔 顿 路 走 ,， 
车 于 此 图 中 存在 哈密 尔 顿 回路 或 路 ， 一 种 经 济 的 路 线 意味 着 只 需 
最 低 的 费用 .这 一 车 名 的 问题 (“旅行 推销 员 问 题 "或 贷 妇 担 问题 ) 
仍 未 获 解 决 、 es 

回 到 问题 , 了 二 面体 游戏 之 进一步 的 研究 , 也 导致 问题 6 的 解 
决 ， 按照 孵 戏 的 规则 , 插 塞 子 的 顺序， 可 由 沿 图 84 中 图 的 对 应 边 
走 而 得 米 一 一 有 如 练习 1 的 解 一 样 ， 图 的 平面 表示 的 每 个 顶点 次 
数 为 3; 因此 ,来 到 一 个 顶点 (插入 一 个 塞 子 ) 后 ， 我 们 必须 作 左 或 
右 的 拐弯 , 分 别 记 为 1 与 ?7。 于是， 在 固定 第 一 个 顶点 与 第 一 条 边 
以 后 , 路 线 可 由 字母 1 与 7 的 一 个 序列 表示 出 来 ， 比 如 , 在 图 101 
中 ,以 Pp 与 e 分 别 表示 第 一 个 顶点 与 第 一 条 边 , 则 由 粗 线 标 出 的 哈 
窗 泵 焉 回路 , 便 可 由 如 下 的 序列 表示 出 米 : 

rrrlrirllirrrirlirlll. 

”这 序列 由 20 项 组 成 , 每 项 表示 我 们 沿 一 新 边 所 作 的 揭 弯 ; 最 


图 101 - 图 102 
后 的 字母 7 表示 通 向 边 e 的 一 次 拐弯 ， 由 任 一 顶点 出 发 ， 能 找到 
同一 条 道路 ， 震 顺 时 针 地 环绕 一 圆周 写 上 这 些 字母 ， 则 从 任 一 点 
出 发 ， 如 果 我 们 烦 时 对方 向 走 ， 就 得 到 问 一 哈密 尔 顿 回路 〈 见 图 
102)， 才 路 线 沿 着 此 哈密 尔 顿 回路 转换 方向 ， 则 来 到 一 个 项 点 以 
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后， 我 们 必须 分 别 以 右 (或 左 ) 转 代 堆 左 ( 或 右 ) 转 ， 即 序列 的 项 的 
字母 > 与 7 分 别 改 写 为 ! 与 沿 着 序列， 仍 按 顺 时 针 方向 ， 就 得 
到 换 向 后 的 同一 哈密 尔 顿 回路 ， 结 果 相 同 于 图 102 关于 图 形 中 以 
一 实 线 表示 的 轴 的 反射 ， 图 102 还 有 值得 注意 的 另 一 性 质 ， 若 我 
们 从 z 出 发 , 顺 时 针 地 把 对 立 的 字母 (7 与 7+ 换 成 7 与 1) 写 出 ， 所 
得 的 字母 序列 相同 于 从 y 出 发 , 按 反 时 针 方 向 , 但 不 交换 字母 ， 所 
得 到 的 序列 .因此 , 图 102 表示 了 沿 此 哈密 尔 顿 回路 , 从 任 一 点 开 
始 , 按 顺 时 针 与 反 时 针 方 向 走 , 所 得 的 全 部 可 能 的 路 线 . 
设 图 86 的 哈密 尔 顿 回路 (练习 1 的 解 ) 以 此 方式 来 表示 , 以 水 
平底 边 为 第 一 边 , 其 左 庙 为 出 发 点 , 则 所 得 序列 为 
ririrliirrrir lrlllrr, z 机 
它 也 能 以 下 列 方式 得 到 : 在 图 102 中 ， 从 z 点 出 发 ， 按 庆 时针 注 
向 , 读 出 字母 ， 一 般 地 ， 我 们 可 以 证 明 沿 图 84 的 一 哈密 尔 顿 回路 
的 任 一 路 线 可 类 似 地 得 到 ， 即 可 从 图 102 读 出 ， 这 就 是 十 二 面体 
游戏 的 任 一 解 能 由 图 102 读 出 的 合适 的 字母 序列 表示 出 来. 
在 游戏 的 图 G 中， 出 发 点 p 与 第 一 边 e 可 加 以 固定 而 不 失 一 
般 性 ， 因为 可 以 认为 洲 戏 中 使 用 的 实际 的 十 一 面体 是 对 称 的 它 的 
边 是 没有 区 别 的 . 
也 将 应 用 下 列 法 则 : 
I， 一 个 回路 的 真子 集 绝 不 能 是 回路 . . 
JI.G 的 每 个 顶点 在 G 内 的 次 数 是 3, 但 在 G 的 任 一 哈密 尔 巾 
问 路 内 是 2 .. 由 此 可 见 ,车 9 与 > 是 关联 于 边 的 两 顶点 , 且 另 有 
关联 于 《的 两 边 属 于 G 的 一 哈密 尔 顿 回路 及, 则 了 不 展 于 有， 但 五 
包含 关联 于 ?的 另 两 边 ( 匈 图 103). 
因此 , 车 字母 7 与 1 的 某 个 序列 表示 小 戏 的 一 个 解 又 大 把 它 
写 到 一 圆周 上 (如 图 102 那样 ) 则 有 下 列 性 质 : 
(1) 序列 不 能 由 字母 与 7 交错 地 组 成 ; 甚至 7 个 字母 组 成 
$7 


图 103 
的 交错 的 序列 也 不 能 有 .为 了 表明 这 一 点 ， 从 字母 > 出 发 的 一 个 
序列 的 一 个 片断 ， 在 图 104 中 用 粗 线 表示 它 ， 此 时 ， 法 则 开 表 明 
由 虚线 表示 的 边 出 现在 同一 哈密 尔 顿 回路 中 ， 这 是 矛盾 于 法 则 I 
的 ， 类 似 地 , 象 Iririrl 的 序列 的 片断 也 是 不 能 有 的 , 因为 ， 同 一 
哈密 尔 顿 回路 , 按 相反 方向 走 就 会 得 到 这 样 的 片断 . 
(2) 同一 字母 (! 或 >) 必须 至 少 相继 地 出 现 两 次 ， 并 且 第 三 
个 同类 的 字母 也 必 跟 随 它们 ; 即 ， 象 irri( 或 rLLr) 的 序列 的 片断 
不 能 出 现 ， 图 105 的 粗 线 表示 情形 irrl， 车 把 法 则 II 应 用 于 “ 实 
芯 ? 顶 点 则 一 方面 虚线 必须 出 现 , 同时 ， 另 一 方面 虚线 又 必须 不 出 
疯 ( 在 任何 含 “ 粗 ? 边 的 哈密 尔 顿 回路 中 )， 于 是 ， 得 到 了 问题 6 的 
一 个 解 , 即 只 须 沿 图 形 的 粗 边 放 置 6 个 塞 子 . 


图 195 / z 轩 19 
| (3) 然而 , 同一 字母 也 不 能 连 著 出 现 4 次 , 因为 一 个 序列 rrrr 
(或 1717) 将 与 法 则 工 相抵 触 ( 见 图 106)， 
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于 是 , 序列 必 包 含 同 一 字母 (比如 7 相继 3 次 , 并 且 , 由 (3) 可 
知 有 字母 7 作为 其 先行 与 后 继 的 项 ， 一 个 序列 irrrl 理论 上 能 跟 
随 7 或 +， 但 我 们 将 证 明 哈密 尔 顿 回路 的 余下 部 分 已 经 被 这 些 字 
母 所 唯一 地 决定 ， 第 一 种 变形 用 图 107 中 的 粗 线 所 表示 ， 这 些 边 
意味 着 同一 哈密 尔 顿 回路 必须 含有 虚线 所 表示 的 边 ( 据 法 则 IT)， 
同时 , 类 似 地 , 又 因为 有 虚 边 还 须 含 点 的 边 ， 粗 线 必 定 先 由 所 继 
续 (法 则 也 , 然后 是 7 (法 则 ID)。 于 是 它 接 上 了 点 线 。 类似 地 , 点 
” 线 又 随 之 以 虚线 而 到 达 了 出 发 点 p。 于 是 就 得 到 了 ， 由 图 108 内 
的 粗 线 所 表示 的 哈密 尔 顿 回路 , 即 | 

lrrriririllrrrir lrll, | ‘0 
此 序列 也 含 于 图 102 内 , 只 须 从 一 个 合适 的 字母 出 发 , 按 顺 时 针 方 
向 即 可 念 出 它 . / 四 


图 107 | “图 108 


类 似 地 ， 如 果 一 序列 的 片断 是 frrrzz， 则 哈密 尔 顿 回路 在 图 
110 内 由 和 狂 线 标 出 ， 它 是 能 由 此 序列 决定 的 唯一 的 一 个 ，( 也 可 参 
看 图 109, 它 对 应 于 图 101) 所 以 , 整个 的 序列 是 
lrrriliirirlirrrllirl?, 
它 也 含 于 图 102 内 , 沙 反 时 针 方向 读 出 . 
显然 ,下痢 守 雯 ,以 72LUr 开头 , 不 提供 新 解 ， 因 此 , 车 长 度 为 
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图 109 | | 图 110 

20 的 字母 7 与 1 的 序列 对 应 于 一 个 G 的 哈密 尔 顿 回路 ， 则 此 序列 
含 于 图 102 内 。 这 就 证 明了 本 命题 . 

为 了 解 问题 ?， 我 们 首先 注意 到 图 102 是 关于 图 心 反 射 对 称 
的 ; 环绕 圆周 读 出 字母 , 前 10 个 字母 会 被 重复 ， 因 此 , 在 固定 了 出 
发 点 了 与 始 边 e 以 后 .我 们 能 从 任 一 点 出 发 , 按 任 方向 读 出 序列 。 
但 是 , 十 二 面体 游戏 的 成 功 的 解 的 数目 按 每 个 方向 说 都 不 是 20 而 
仅仅 是 10. 在 插入 第 一 个 与 第 二 个 塞 子 后 能 以 20 种 不 同 的 方法 
成 功 地 继续 游戏 . 若 仅仅 固定 出 发 点 2， 则 所 求 的 数目 为 60， 因 ， 
为 关联 于 五 的 三 边 之 任 一 边 可 作为 始 边 ,而 选 定 其 中 之 一 便 有 20 
个 解 ，， 1 

关于 哈密 尔 顿 回路 的 研究 总 可 限于 简单 图 , 因为 , 车 一 个 图 不 
具有 哈密 尔 顿 路 ， 则 即使 把 其 中 的 某 边 改 为 多 重 边 也 仍然 不 能 有 
哈密 尔 顿 路 , 类 似 地 ， 哈 密 尔 顿 路 或 哈密 尔 顿 回路 都 不 含 环 (除非 
图 仅 含 一 单独 的 顶点 )。 


问题 
8， 求 证 : 著 一 个 组 的 每 名 组 员 , 至 少 认识 名 组 内 其 余 的 组 


? 20 + 


员 ， 对 于 菜 个 整数 8 太 > 六， 则 其 中 至 少 有 有 二 1 名 组 员 可 以 团 则 
而 坐 ， 使 其 中 的 每 名 组 员 都 与 他 的 邻 座 是 认识 的 ， 假 定 认识 是 相 
互 的 ， 
9， 在 上 一 问题 中 , 设 =3， 并 设 组 员 共 为 6 名 . 求证 全 体 组 
员 能 按 上 一 问题 的 要 求 围 桌 而 坐 . 

10. 设 n>>3， 求 证 ， 若 对 任 一 正 整 数 £<(n 一 1)/2， 具 有 
个 项 点 的 简单 图 所 合 次 数 不 大 于 的 顶点 数 小 于 慷 ， 则 图 是 连 
通 的 . 

11. 若 碘 去 连通 图 中 回路 到 的 任 一 边 ， 法 得 一 最 长 中 求证 : 
和 省 二 是 国 的 一 哈密 尔 闻 路 

. 设 在 % 个 顶点 的 简单 图 内 最 长 路 端点 的 次 数 和 不 小 于 

水 证 图 中 存在 最 长 路 ,其 端点 是 邻接 的 。 

为 了 解 问题 8, 按 通 常 方式 画 出 与 组 对 应 的 图 ( 即 人 与 人 相互 

闻 的 认识 关系 分 别 对 应 于 顶点 与 边 ); 必须 证 长 长 为 +1 或 更 长 的 
回路 是 存在 的 , 因为 人 (对 应 于 该 回路 的 顶点 ) 按 相 同 的 顺序 环 红 
桌子 的 坐 法 是 一 合适 的 解 因此 , 我 们 来 证 :， 

13， 车 一 简单 图 中 , 每 个 顶点 的 次 数 至 少 是 (1 则 此 图 
禽 一 长 至 少 为 十 1 的 回路 。 / 
应 用 第 一 章 内 讨论 过 的 “最 长 路 方法 >。 以 工 表示 图 中 的 一 个 
最 长 路 , 其 中 每 个 顶点 的 次 数 至 少 是 k 。 现 在 , 我 们 沿 工 走 ， 工 的 
顶点 是 ou a， “0 等 等 ( 见 图 111), 
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: 图 111 
显然 ， 所 有 邻接 于 o 的 顶点 是 属于 工 的 ， 因 为 41 至 少 有 个 邻 
接 顶 局 , 其 中 存在 顶点 cy， 这 里 j 三 £ 十 1， 但 工 在 41 与 4j 间 的 部 
9 和 了 9 


分 与 边 {a, qj} 一 起 构成 长 度 大 于 大 的 一 个 回路 . 
条 件 并 不 表明 更 长 回路 的 存在 ， 即 使 图 是 连通 的 ， 为 了 说 清 
楚 这 一 点 , 我 们 考 虚 一 个 由 一 些 完全 图 联接 而 成 的 图 , 其 中 的 每 个 
完全 图 都 有 十 1 个 顶点 , 且 它 们 间 仅 有 一 顶点 公共 ， 例 如 ,图 88 
的 图 就 有 此 性 质 , 它 有 两 个 部 分 , 且 不 一 3. 
为 了 解 问题 9， 须 证 下 列 命题 : 一 个 具有 6 个 顶点 的 简单 图 ， 
车 其 每 个 顶点 各 次 数 至 少 是 3, 则 此 图 G 有 一 哈密 尔 顿 回路 . 
假设 不 然 , G 没有 哈密 尔 顿 回路 ， 此 时 , 据 问题 13， 存在 长 为 
《或 5 的 一 回路 大， 我 们 先 假定 及 的 长 是 5 。 则 不 属于 玉 顶 点 ? 
至 少 邻 接 于 3 个 属于 站 的 顶点 ， 
于 是 , 存在 下 的 一 边 {a, 0} 使 a 与 
2 邻接 于 卫 〈 见 图 112). 现在 若 
以 边 {a, 7} 及 {6, 7} 去 替换 {a, 5)， 
天 就 演变 为 图 的 一 个 哈密 尔 顿 回 
路 ,这 是 一 个 矛盾 ， 现 在 再 假定 图 112 | 
到 的 长 度 为 4. 设 2 与 4 是 G 的 顶点 而 不 属于 天 ， 若 其 中 之 一 在 
下 中 有 多 于 两 个 的 邻接 点 .应 用 上 述 的 方法 ， 可 得 出 一 个 长 为 5 
的 回路 、 但 是 , 由 于 p, 9 的 次 数 均 不 小 于 3，p 与 9 就 必须 是 邻接 
的 , 存在 两 个 属于 五 的 顶点 , 比如 说 是 a 与 5， 使 得 p 与 9 分 别 邻 
接 于 a 与 5. 不 妨 把 玉 看 作 是 a 与 5 闻 两 条 路 的 组 合 ， 此 两 路 中 
得 有 一 条 其 长 不 大 于 2 , 沿 着 边 {a, 9}，{p, 4j 及 {9,5} 而 不 沿 着 该 
路 走 ， 就 使 及 演变 为 一 更 长 的 回路 ， 这 就 又 一 次 地 了 矛盾 于 假设 于 
是 , 问题 9 得 证 . 
把 上 一 命题 中 的 及 n/2 去 郝 换 6 及 3, 命题 仍 将 是 正确 的 ， 
凤 有 有 : 
14. 车 个 项 点 的 简单 图 中 ,每 个 顶点 的 次 数 不 小 于 n/2(n 宇 
3), 则 图 有 一 哈密 和 尔 顿 回路 
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为 证 此 命题 ， 我 们 设 简 单 图 G 有 个 天 点 ， 并 具有 所 述 的 性 
质 ， 应 用 第 三 章 给 出 的 “从 最 大 出 发 ”的 原理 ， 以 K 记 G 的 回路 ， 
其 长 为 ,是 最 长 者 ， 命 题 13 表明 41 之 a/2 上 1、 可 以 证 明天 就 是 
9 的 一 个 哈密 尔 顿 回路 、 假 设 不 然 ， 即 < 二 rn。 G 是 连通 的 ，G 中 
存在 一 条 路 ， 县 有 一 个 端点 属于 玉 ， 但 另 一 端点 不 属于 这 个 性 
质 ， 这 上 毕 事 实 可 分 别 依 据 第 一 章 的 命题 21 与 25 推出 。 以 工 表示 
这 样 的 最 长 路 , 其 长 为 i 其 顶点 如 图 113 所 示 、 因 为 二 /2 十 1， 
记 然 , [二 7n/2. 


图 113 


由 于 工 的 极 大 性 ， 路 工 的 端点 5 上 只 能 在 工 与 中 有 邻接 点 . 
周 为 在 工 中 它 不 能 有 多 于 ! 个 邻接 顶点 , 又 p(51) 宇 n/2，5bi 必 至 
少 有 nn/2 一 区 所 以 , 至 少 有 一 ) 个 下 中 的 邻接 顶点 , 它们 异 于 a，. 在 
图 114 中 aw 表示 这 些 顶 点 之 一 ，K 可 以 看 作 是 4; 与 a 之 间 两 
路 之 组 合 ; 这 些 路 中 有 -- 条 其 长 至 少 为 x/2、 但 象 这 样 的 一 条 路 ， 
与 边 {5,，am} 及 路 工 一 起 构成 在 G 中 长 至 少 为 k/2 二 1+1 的 一 个 
回路 ， 由 于 下 是 一 最 大 回路 , 有 
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大 一 十 2， 
或 

一 全 十 虐 
所 以 , 下 的 顶点 如 图 115 所 示 , 这 里 把 玉 看 作 是 被 顶 虚 cb gx -ob ga 
分 离 而 得 的 三 条 两 两 边 不 相 重 的 路 的 组 合 。 设 天 ;， 天 。 及 Ks 是 
分 别 以 及 44, G1 及 4a-1 及 i 为 闹 点 的 路 ， 车 形 为 {a，， b,} 
的 一 边 e ,as 是 顶点 ab 642,…, 4: 中 的 一 个 ， 则 长 度 大 于 有 的 一 个 
回路 能 得 到 , 只 须 把 及, 内 as 与 a; 闻 的 路 换 成 由 工 及 。 构成 的 路 
(因为 Ki 内 a 与 ai 间 路 的 长 不 大 于 i， 而 工 及 e 所 成 路 的 长 度 
为 1 十 1)， 但 长 大 于 % 的 一 个 回路 的 存在 与 的 极 大 性 是 矛盾 的 . 
类 似 地 ， 可 证 明和 任 顶点 Qs 不 能 属 于 五 8. 但 著 | 与 Gjy+1 都 是 £， 
的 内 点 , 则 5 不 能 邻接 于 qj 与 jw1, 因为 , 车 能 邻 毛 ， 就 能 得 到 一 
个 -长 为 有 上 1 的 何 路 ， 这 只 要 以 边 {aj， 5 与 1 6j,1} 去 共 换 边 {ay， 
ori} 即 可 .全 部 较 早 提 到 过 的 5 的 2/2 一 2 个 邻接 的 顶点 必 是 
K; 的 内 点 , 但 , 即使 在 此 情况 下 , 它们 中 没有 一 对 是 邻接 的 .因为 
K, 的 长 是 £ 一 21， 它 不 能 含有 多 于 (ji 一 27)12 个 5, 的 邻接 顶点 ， 
因此 -| | 
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n/2— 1 (hk—21) /2, 
洲 以 
nk; 

但 这 事实 子 盾 于 假设 : 2z。 所 以 ,天 是 G 的 一 个 哈密 尔 频 回路 ， 
命题 14 得 证 ， 

为 证 问题 18 的 命题 , 假定 一 个 具有 % 个 顶 扩 的 简单 图 GG 给 足 
所 说 的 条 件 ， 车 G 的 一 个 分 支 含 有 吉 个 顶点 ， 则 分 支 的 每 个 顶点 
的 次 数 入 th 一 1, 即 在 G 中 存在 多 于 rr 一 1 个 顶 太 , 其 中 每 个 的 次 数 
不 大 于 m 一 1， 因 此 , 由 条 件 %w 一 1 三 (n 一 1)/2， 即 m 宇 (n+ 了 /2 
或 nm 二 RR/2,， 表明 每 个 分 支 所 含 的 项 点数 大 于 wx/2; 由 此 G 只 能 有 
一 个 分 支 , 有 遇 G 是 连通 的 . 

为 解 问题 131， 假定 连 遂 图 G 的 一 个 回路 天 有 下 列 性 质 : 删 去 
到 的 一 边 ,就 产生 长 为 1 的 一 条 路 , 它 是 G 中 最 长 路 之 一 ， 著 天 不 
包含 G 的 全 部 顶点 ， 第 一 章 的 命题 25 表明 在 在 G 的 一 边 e={2， 
人, 使 得 属于 KK 但 49 不 属于 久 ， 若 黄 去 玉 中 关联 于 7 的 一 边 ， 而 
添加 上 边 。 ,就 得 到 长 为 [十 1 的 一 条 路 ， 与 长 为 7 的 路 是 最 长 路 
的 假设 相 矛 盾 ， 因 此 , 到 是 G 的 一 个 哈密 尔 顿 回路 , 问题 11 得 证 ， 
为 了 解 问题 12， 我 们 以 也 表示 有 2 个 顶点 的 简单 图 的 最 长 
路 , 沿 咨 荆 走 , 设 其 顶点 依次 为 

: 1， aa， ***, i 
81 与 9) 的 每 个 邻接 顶点 属于 工 ， 假定 
四 Pa) | P(r)En. 
pla)n—9(a). 
因此 ， 全 多 有 G 的 92(a) 个 项 总 与 d) 不 邻接 ， 项 所 da, 也 在 其 内 , 沽 
讶 mi 的 全 部 邻接 点 , 总 其 有 pCa) 个 ,对 其 中 每 一 个 顶点 都 有 一 个 
先行 互 (在 它 的 前 面 )， 全 部 这 些 泡 行 点 构成 一 集合 4，4 中 含有 
P40 个 护 ， 显然 a 不 在 其 内 ， 因 此 必 有 一 -顶点 a4; 在 4 内 ， 它 令 
省 95 四 


接 于 Qi:( 风 图 116). 最 后 ， 落 虑 以 边 {a)， xi;1} 去 替换 {ai qi,1), 我 
们 得 到 G 的 另 一 最 长 路 , 它 有 互相 邻接 的 端点 , 于 是 问题 12 得 解 . 


图 116 

应 用 辐 题 11 与 12 的 结果 , 命题 14 也 能 证 明和 如下. 大 % 个 顶 
点 的 简单 图 满足 命题 14 的 条 件 , 则 G 中 任 两 顶点 的 次 政和 至 少 为 
n ,因此 ,问题 12 表明 G 中 存在 这 样 的 最 长 路 ， 它 有 邻接 的 端点 . 


所 以 ,能 找到 G 的 一 个 回路 下, 若 删 去 其 中 的 一 条 边 ， 就 产生 G 中 
的 一 条 最 长 的 路 ， 又 由 (第 一 党 的 ) 命 题 21 知道 此 时 G 是 连通 的 ， 
据 问题 11, 到 是 G 的 一 个 哈密 尔 顿 加 路， 

应 当 注 意 , 具有 ? 个 顶点 的 简单 图 , 其 每 个 顶点 的 次 数 不 小 于 
(n 一 /2， 此 条 件 不 足以 保证 哈密 尔 顿 回路 的 存在 ， 下 述 的 图 G 
是 一 个 反例 ， 设 图 G 是 两 个 完全 子 图 的 组 合 ， 其 中 的 每 个 子 图 有 
k 十 1 个 顶点 ,两 子 图 恰 有 一 顶点 公共 ( 见 图 88, 此 时 =3)， 由 此 
及 命题 14, 一 个 简单 图 中 , 车 其 每 个 顶点 的 次 数 “ 足 够 大 ”， 则 可 以 
说 , 它 会 有 一 个 哈密 尔 顿 回路 ， 了 又 车 有 “充分 多 ” 的 顶点 有 “足够 
大 ” 的 次数 则 图 也 会 有 哈密 尔 屯 回路 下 述 全 是 
他人 小 于 CC 2 的 本 交流 于 下 各 b 
%, 则 图 有 一 哈密 尔 旱 回路 . 

设 个 顶点 的 简单 图 G 满 足 条 件 , 工 是 其 最 长 路 之 一 , 使 其 端 
点 的 次 数 和 也 达到 最 大 , 可 证 此 和 至 少 为 1， 

设 当 我 们 没 着 工 走时 | 它 的 顶点 依次 是 

QI， 2, 他) 


有 如 问题 12 的 解 , 这 序列 含有 pCay) 个 顶点 (它们 全 属于 工 》 
* YO ee 


它 门 是 @ 邻接 点 的 前 面 的 顶点 ; 设 ai 为 其 中 之 一 ( 见 图 117)， 在 
工 中 删 去 边 49q;s, ai 而 添加 上 { 人 (ea 则 得 到 好 的 一 条 节 长 的 
路 , 它 以 6 及 41 为 锋 后 ， 由 于 工 的 问 点 的 次 数 和 的 最 大 性 ， 有 
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图 117 
Pla) Ep(a). 
由 此 可 知 ,G 中 有 gp (qj) 个 顶点 ， 其 次 数 小 于 或 等 于 py. 于 
征 , 我 们 的 命题 的 条 件 表 明 
pa)=(n—1)/2; 
事实 上 ， 
DPC) > (2 一 1) 7 2， 
因为 ,x 是 偶数 ， 和 能 成 立 的 。 类 似 地 , 对 于 工 的 另 
端 , 进行 同样 的 讨论 ， 
Da 
所 以 ， pla) 十 pq 二 2 一 1 
这 表明 , 工 的 端点 的 次 数 和 其 实 至 少 为 n. 
因此 , 命题 12 保证 了 G 的 一 个 回路 的 存在 ， 它 有 性 质 : 删 去 其 
中 之 一 边 即 得 G 的 一 最 长 路 ， 由 于 命题 10 的 条 件 为 G 所 满足 , 它 
还 是 连通 图 , 所 以 , 由 问题 11, 就 知道 存在 哈密 尔 顿 回路 ， 命 题 15 
如果 添加 下 面 的 条 件 , 则 命题 15 中 ,na 是 偶数 , 并 非 必要 ， 若 
2 是 奇数 ， 则 次 数 小 于 或 等 于 (rn 一 1)/2 的 顶点 数 须 小 于 或 等 干 
(nn 一 1)/2， 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 这 一 命题 . 证 明 留 给 读者 去 完 
成 , 
如 果 一 个 图 满足 命题 14 的 条 件 , 那么 加 上 恰当 的 注意 ， 便 也 
满足 命题 15 的 条 件 ， 因 此 ,命题 14 可 由 命题 15 得 到 . 
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若 把 命题 15 的 条 件 稍 作 放宽 ， 则 哈密 尔 顿 回路 就 会 不 存在 . 

先 设 1 太 X 之 (n 一 1)/2, 并 考虑 分 别 具 有 十 1 个 与 4 一 个 顶点 的 
企图 的 组 合 , 它们 恰 有 一 公共 顶点 ，( 第 二 个 完全 图 的 顶点 的 

次 数 天 于 下 因为 车 4 一 # 一 1 即 有 % 宇 (n 一 1)/2)， 在 所 得 的 图 
中 , 次 数 为 的 顶点 数 是 ， 此 时 ， 命 题 15 的 条 件 “几乎 "得 到 满 
是 , 但 此 图 不 能 有 哈密 尔 顿 回路 ， 因 为 它 含 一 割 点 (关节 点 )( 参 阅 
本 章 问题 3 解 后 的 注 )， 若 % 是 奇数 ， 莹 庶 一 个 具有 个 顶点 的 简 
单 图 ,有 (n 十 1)/2 个 “ 白 " 顶 点 
与 (n 一 1)/2 个“ 黑 ” 顶点 ， 于 
其 中 ， 设 有 两 个 同色 的 顶点 是 
不 相 邻 接 的 ; 每 个 白 顶 点 与 每 : 
个 黑 顶 点 邻接 ( 见 图 118, 此 时 图 118 
# 二 7)， 在 此 图 中 次 数 为 (x 一 1) /2 的 顶点 数 是 (n 十 1)/2，( 即 比 
(n 一 1) /2 恰 多 1), 图 不 能 有 哈密 尔 顿 回路 , 有 如 问题 3( 黑 顶点 被 
删 去 ). 

下 面 的 命题 给 出 哈密 尔 顿 路 存在 的 又 一 充分 条 件 ， 其 条 件 与 
全 二 1 15 的 相 类 似 ， 证 明 方法 也 类 似 ， 
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具有 一 哈密 尔 顿 路 . 

一 个 图 没有 哈密 尔 顿 路 , 但 “几乎 "符合 命题 16 的 条 件 、 它 由 
三 个 完全 图 组 合 而 成 , 它们 的 顶点 数 分 别 为 十 1,k 十 2 与 2, 恰 有 
一 顶点 是 公共 的 ( 见 图 90, 8=2)， 这 样 的 一 个 图 有 个 顶点 ， 其 
中 , (za 一 1D) /2 二 k++1, 次 数 至 多 为 的 顶点 数 怡 比 k 多 1 / 

如 上 所 述 ,已 得 到 了 一 些 充分 条 件 : 使 具有 这 样 的 条 件 的 图 必 
有 险 密 尔 顿 路 或 哈密 尔 顿 回路 ， 上 面 讨论 的 定理 , 有 共同 的 特征 ; 
它们 中 的 每 个 都 要 求 有 相当 多 的 顶点 必须 是 次 数 充分 大 的 。 也 已 
» 9 。 


得 到 了 具有 其 它 类 型 特征 的 充分 条 件 ， 一 个 多 面体 (由 一 些 多 边 
形 界定 的 空间 的 一 部 分 ) 对 应 于 一 个 图 , 车 把 它 的 顶点 与 楼 看 作 图 
的 顶点 与 边 ， 一 个 图 有 哈密 尔 顿 回路 ， 车 它 对 应 的 多 面体 了 满足 
下 列 三 条 件 : : 
(1) P 的 每 一 界面 多 边 形 是 一 三 角形 . | 
(2) 图 的 任 一 三 角形 来 自 一 界面 多 边 形 ，( 比 如 , 图 119 所 示 
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个 多 面体 ， 三 条 用 粗 线 表示 的 边 构 成 的 三 角形 ， 不 属于 一 界面 多 
(3) P 的 表面 象 是 用 橡皮 制 的 (理论 上 允许 作 任 意 数 量 的 护 . 
展 ) 能 膨胀 为 一 球面 ，( 图 120 所 示 不 是 这 样 的 ， 它 表示 一 个 类 似 


图 119 
于 画 框 的 结构 . ) 


上 述 条 件 作 为 哈密 尔 顿 回路 存在 的 充分 条 件 的 证 明 是 相当 困 
难 的 , 因此 从 略 ， 只 有 三 种 正 多 面体 满足 这 些 条 件 ; 即 四 、 八 与 二 
十 面体 ; 其 每 一 个 的 一 个 哈密 尔 顿 回路 由 图 121~-123 中 的 粗 线 标 
明 . 

有 向 哈密 尔 顿 路 与 有 向 哈 窒 尔 顿 回路 分 别 是 一 有 向 图 中 包含 
图 中 全 部 顶点 的 一 有 向 路 与 一 有 向 回路 , 称 一 个 有 向 图 是 简单 的 ， 
车 它 不 含 环 , 也 不 包含 有 相同 的 头 与 尾 的 两 条 边 、 不 过 , 一 个 简章 
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图 121 图 122 
图 可 能 包含 长 为 2 的 一 个 有 向 回路 , 即 这 样 的 两 边 ,其 中 一 边 的 头 
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问 题 
17， 在 某 项 竞赛 中 ， 每 个 局 中 人 与 所 有 别 的 局 中 人 和 丛 赛 过 ~- 
局 ， 不 存在 和 局 ， 求 证 全 部 局 中 人 可 按 这 样 的 顺序 排出 ， 使 每 名 
局 中 人 总 输 给 排列 中 的 后 一 名 . 


为 了 解 此 问题 , 设 局 中 人 与 赛 局 对 应 于 -- 有 向 图 的 顶点 与 边 ， 
使 得 一 条 边 的 头 与 尾 分 别 对 应 于 赛 局 的 输 者 与 赢 者 ， 此 问题 就 
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求证 明 图 中 存在 一 有 向 哈密 尔 顿 路 ， 因 为 列举 局 中 人 就 等 价 于 沙 
有 向 哈密 尔 顿 路 历数 顶点 ， 一 个 完全 图 (在 任 一 顶点 对 间 恰 有 一 
边 ), 若 被 定 了 向 , 也 叫做 一 个 竞赛 图 , 所 以 , 我 们 必须 证 明 : 

18， 至 少 含有 两 顶点 的 竞赛 图 慎 有 一 有 癌 哈 密 尔 顿 路 . 

为 了 证 此 命题 , 以 了 表示 有 n(n 三 2) 个 顶点 的 有 向 图 G 的 最 
长 有 向 路 之 一 ， 设 沿 有 向 路 荆 的 顶点 为 

Pi, P2,""°, Pm 
假定 m 过 x, 即 存 在 @ 中 的 一 顶点 9， 它 蜡 于 所 给 出 的 顶点 . 工 的 
极 大 性 骨 明 (9, p1) 与 (pm,9) 都 不 能 于 内 出 现 ， 所 以 , 边 (p1, 9) 
与 (g, pm) 都 属于 6G， 必 存 在 最 小 下 标 i 使 (q, p;) 属于 6G， 因此 ， 
(Pi-1, gq) 也 是 G 的 边 ( 见 图 124). 最 后 ， 拿 边 (9;_1,9) 和 (g, 2;) 去 起 
换 (p;_1, 2;)， 得 到 了 一 个 新 的 有 向 路 , 它 比 元 更 长 ， 这 是 一 个 矛 
盾 . 所 以 ,@ 的 每 个 最 长 右 向 路 必然 是 哈密 尔 顿 路 ,命题 18 得 证 . 


p, ?, D,，» Pi PD Pi 2。 Fa 
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图 124 

” 称 一 个 简单 有 疝 图 是 对 丈 的 , 芳 每 条 边 (c, 四 的 存在 表明 (6， 
q) 也 是 图 的 一 边 ， 车 我 们 给 一 简 巷 图 Ge 的 边 以 定向 (以 任 一 方 
式 ), 在 原 有 每 边 的 一 侧 依 其 反方 向 添 画 上 一 边 , 显然 地 , 我 们 就 得 
到 了 一 个 简单 对 称 有 向 图 到， 车 G。 有 一 哈密 尔 顿 回路 ， 则 世 显 
然 有 一 有 向 哈密 尔 顿 回路 ， 且 反之 也 对 (G 中 有 向 哈密 尔 顿 回路 
的 存在 表明 G 中 存在 哈密 尔 顿 回路 )，、 进 一 步 地 , 若 G6 中 一 顶点 
2 有 次 数 为 则 在 G 中 ，gou1(p) 三 gin(p) =2， 反之 也 对 ， 所 以 ， 
下 列 命 题 等 价 王 命题 14: 
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19. 车 是 一 个 具有 8 个 n 个 项 席 的 简单 对 铬 有 向 加 ， 旦 过 中 多 
人 

不 受 对 称 性 的 限制, 命题 照样 成 立 ， 
次 下 由 并 至 少 为 ?2 则 图 只 有 一 个 有 向 反 守 尔 下 由 加 路 

命题 20 的 证 明 较 元 长 , 从 略 ， 此 命题 的 进一步 推广 如 下 述 命 
题 ， 电 壕 而 不 证 . 
二 入 闪 和 了 和 上 为 和 用 此 四 具有 1 

值得 注意 的 是 , 在 一 个 有 向 图 中 存在 有 向 哈密 尔 顿 回路 , 就 必 
有 图 的 强 连通 性 ， 因 为 对 于 任 一 项 点 沿 荐 有 向 哈密 尔 顿 回路 ， 可 
以 到 达 任 一 别 的 顶点 ， 另 一 方面 ， 单 有 强 连 通 性 却 不 足以 保证 一 
有 向 哈密 尔 顿 回路 的 存在 ， 作 为 一 个 反例 ， 我 们 可 以 举 出 两 个 有 
向 回路 的 组 合 , 它们 恰 有 一 公共 顶点 . 

现在 , 我 们 以 辟 来 表示 一 个 具有 w 个 顶点 的 简单 有 向 图 , 每 个 
项 点 的 出 次 数 和 和 人 次 数 的 和 至 少 为 4 一 1， 以 p17:,…，p 表示 夺 
的 顶点 ， 把 一 个 新 顶点 9 以 及 所 有 形 如 (p,q) 及 (9, ps) 的 边 ， 对 
每 个 i 添加 到 中 去 , 则 具有 十 1 个 顶点 的 新 有 问 图 中 满足 命 
题 21 的 条 件 ( 显 然 ,” 换 成 了 3# 十 1); 于 是 ,G 有 一 有 向 哈 密 尔 顿 回 
路 , 但 考虑 的 任 一 有 向 哈密 尔 顿 回路 , 其 属于 他 的 部 分 构成 一 
个 有 向 哈密 尔 顿 路 . 这 样 ， 我 们 就 有 了 信 古 21 的 推论 : 

22 车 一 有 个 顶点 的 简单 有 向 图 (n 宇 安 2)， 共 每 个 顶点 的 出 

次 数 与 人 次 数 的 和 至 少 为 一 1, 则 图 含 一 有 向 哈密 尔 顿 路 . 

为 一 方面 ， 若 给 和 一 个 具有 n(n 尝 2) 个 项目 的 完全 图 的 边 以 任 
但 的 定向 , 就 得 到 一 个 简单 有 向 图 , 使 得 共 中 每 个 顶点 的 出 次 数 与 
入 次 数 的 和 是 x 一 1， 据 命题 22， 这 有 向 图 有 一 哈密 尔 顿 路 ， 所 
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以 , 命题 18 可 由 命题 22 推出 . 
所 有 这 些 都 表明 命题 21 以 一 有 趣 的 方式 指出 了 命题 14 与 18 
间 的 一 种 联系 ， : 
无 限 图 的 哈密 尔 顿 路 与 回路 ， 在 此 不 拟 作 详细 介绍 ， 只 提 一 
下 无 穷 方 格 图 (也 可 参看 上 一 章 )， 对 哈密 尔 顿 路 与 哈密 尔 顿 回 
路 概念 的 推 扩 , 使 我 们 能 说 此 图 含有 “ 单 向 无 限 ? 及 双向 无 限 ?的 哈 
密 尔 顿 路 ， 每 种 情况 有 如 图 125 与 126 所 示 的 例子 . 
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23. 一 个 十 二 面体 游戏 的 前 5 个 塞 子 已 按 图 127 的 顺序 插 
入 , 试 继续 这 一 游戏 直至 得 到 一 个 成 功 的 结果 . 
24， 请 以 单独 一 个 马 的 跳 步 禾 盖 一 个 有 36 格 的 “棋盘 "的 全 
部 方 格 , 使 每 个 方 格 恰 接 触 到 一 次 , 并 使 第 一 个 与 最 后 一 个 方 格 间 
刚好 有 马 跳 一 步 的 距离 . 
25， 夯 出 有 6 个 顶点 与 11 条 边 而 无 哈密 尔 顿 回路 的 一 个 简单 
图 : 
26， 试 规定 一 5 顶点 完全 图 的 边 的 方向 ， 使 所 得 的 有 向 图 无 
人 3 


有 向 哈密 尔 顿 回路 . 


回 题 

”27. 求 证， 对 于 sw? 个 方 格 的 “棋盘 ”， 若 w 是 奇数 , 不 能 按 练 
习 24 所 指 的 方式 加 以 禾 盖 . 

”28， 在 一 八 面体 的 每 一 面 上 , 放 上 一 四 面体 ， 使 面 完全 地 重 
合 ,求证 对 应 于 此 多 面体 的 图 距 无 哈密 尔 顿 回路 也 无 哈密 尔 顿 路 . 

29。 分别 确定 对 应 于 四 面体 与 六 面体 的 图 的 哈密 尔 顿 回路 

数 . 

: 30. 在 一 特定 的 十 二 面体 游戏 中 , 已 播 好 3(4 或 5) 个 塞 子 .要 
成 功 地 继续 此 游戏 能 有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 

31， 一 个 二 十 面体 是 用 一 张 纸 制 成 的 ， 能 否 把 这 张 纸 剪 成 两 
份 , 使 剪子 剪 每 个 面 为 两 部 分 , 而 不 通过 二 十 面体 的 顶点 ? 

32， 一 个 简单 连通 图 中 , 每 个 预 点 的 次 数 至 少 为 8C>1)， 量 
此 图 的 顶点 数 至 多 是 24， 求 证 此 图 无 则 点 (参看 问题 3 解 后 割 点 
的 定义 ). : 

33， 求 证 : 图 128 中 的 图 无 哈密 尔 顿 回路 . 
34， 一 个 具有 n(n 三 3) 个 顶点 的 简单 图 中 ， 任 两 个 不 邻接 的 
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图 128 


“顶点 的 次 数 和 不 小 于 4 求证 此 图 有 哈密 尔 顿 回路 
35。% 个 顶点 的 简单 图 ,车 它 的 边 数 至 少 是 地 (n 一 1) (n 一 2) 


十 2, 证 明 它 必 有 一 哈密 尔 顿 回路 . | 
“36。 从 一 至 少 有 两 个 顶点 的 完全 图 删 去 一 边 得 到 一 个 新 图 . 
求证 能 给 此 新 图 的 边 以 定向 , 使 它 无 有 疝 哈密 尔 顿 路 . 
37. 车 至 少 含 两 顶点 的 一 竞赛 图 呈 有 哈密 尔 顿 回路 ， 则 它 是 
强 连 通 图 :求证 总 的 强 连 通 性 也 表明 有 向 哈密 尔 顿 回路 的 存在 ，， 
”38， 解 问题 26 时 我 们 看 到 ， 若 有 向 图 @ 有 有 向 哈密 尔 顿 回 
路 ， 则 把 筷 的 顶点 集 分 成 两 部 分 ， 比 如 说 是 4 与 了 ,存在 忌 的 一 
边 , 其 头 在 也 内 而 尾 在 4 内 ， 还 存在 另 一 边 , 其 尾 在 内 而 头 在 4 
内 ， 求 证 其 道 : 车 把 竞赛 图 的 顶点 集 分 为 两 部 分 , 我 们 总 能 找到 具 
有 上 述 性 质 的 两 条 边 , 则 竞赛 图 有 一 有 向 哈密 尔 顿 回路 . 
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第 五 章 ”匹配 问题 ， 因 地 


组 织 一 项 循环 赛 
有 些 运动 锦标 赛 采用 循环 赛 的 形式 ， 其 中 每 一 队 与 其 余 各 队 

都 比赛 , 例如 , 一 项 足球 锦标 赛 ,其 中 每 个 队 于 每 星期 六 参加 一 场 
比赛 ,车 干 场 这 样 的 比赛 组 成 一 项 循环 赛 , 而 每 个 队 , 比如 说 , 一 星 
期 赛 一 场 ， 提 出 下 列 问题 : 怎样 来 挑选 每 周 对 阵 的 队 呢 ? 在 % 个 
队 间 的 整个 循环 赛 是 否 总 能 在 "一 1 周 的 时 间 内 完成 

”第 二 个 问题 是 容易 回答 的 为 了 在 一 1 周 内 安排 好 % 个 队 
间 的 全 部 各 场 比赛 , 每 个 队 需 参加 每 周 的 比赛 ， 若 是 奇数 ， 这 就 
不 可 能 ， 我 们 可 以 证 明 若 ”是 偶数 则 循环 赛 总 能 安排 在 as 一 1 周 
内 , 而 当 %w 是 奇数 时 , 则 需 在 % 周 内 显然 , 在 此 情况 下 , 已 是 极 小 
周 数 ， 若 #” 是 奇数 , 每 星期 六 有 一 个 队 轮 空 . 

”只 需 证 明 % 是 偶数 时 的 命题 ， 若 % 是 奇数 , 不 妨 引进 一 个 “ 想 
象 ?的 队 , 被 选 来 与 此 队 对 阵 的 , 其 实 并 不 真 参 加 比赛 。 

解 此 图 论 问 题 ， 用 到 一 点 几何 知识 (相反 的 情形 也 将 出 现 于 
本 书 . ) 
bi, G2 On 表示 各 运动 队 , 设 n 是 偶数 . 同时 , 正 4 一 1 边 

形 的 顶点 也 用 字母 cu ez …, an-! 来 标记 , 并 以 on 表示 # 一 1 边 形 
的 中 心 ， 考 虑 za 一 1 边 形 的 对 称 轴 之 一 。 它 必须 是 x 一 1 边 形 中 某 
边 的 垂直 平分 线 , 它 通 过 此 边 所 对 的 顶点 (因为 4 一 1 是 奇数 )， 现 
在 我 们 把 每 个 顶点 ( 轴 上 的 那个 顶点 除外 ) 与 它 的 轴 对 称 点 联结 起 
来 (这 表明 对 角 线 被 画 成 与 垂直 于 轴 的 边 相 平行 . ) 现 在 我 们 再 
把 闭 单 个 的 顶点 沿 轴 与 中 心 联结 ( 即 删 去 轴 的 其 余部 分 )，w =8 时 
* 106， 
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的 情况 , 如 图 129 所 示 . “.* -… 

如 果 画 在 图 形 上 的 线 确定 了 每 两 队 间 的 第 一 局 的 赛 局 ， 则 所 
有 的 队 将 参加 这 些 赛 局 ， 其 余 7 一 2 个 赛 局 的 集合 , 可 由 转动 4 一 1 
边 形 而 使 不 同 的 边 依次 与 定 轴 垂 直 来 确定 。 没有 两 个 队 会 两 次 地 
互相 对 抗 ， 因为 易于 证 明 一 个 有 奇数 顶点 的 正 多 边 形 的 乌 一 对 估 
线 恰 好 平行 于 多 边 形 的 一 条 边 。 
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图 129 站 图 130 


” 厦 x= 冯 ,对 于 每 一 赛 局 的 对 阵 ， 也 能 用 另 一 方法 来 确定 ， 运 
动 队 以 数字 来 标记 ,让 图 130 中 , 除 28 外 , 它们 中 的 每 一 个 数 , 按 篆 
头 的 方向 移动 一 个 位 置 ; 在 每 个 位 置 中 , 同一 行 的 两 队 互相 对 抗 . 

此 问题 训 用 图 论 的 语言 叙述 而 下 ， 以 具有 个 顶点 的 完全 图 
SG 表示 #=20 个 队 间 的 比赛 ， 以 一 些 子 图 来 表示 循环 究 的 赛 局 集 
合 中 各 队 间 的 对 阵 ， 由 此 , 需要 G 的 2 一 1 个 子 图 ， 每 个 子 图 有 下 
列 四 个 性 质 : 
(人 (H 每 个 子 图 含有 G 的 每 个 顶点 . 
(2) 每 个 子 图 的 每 个 顶点 的 次 数 是 1. 
(3) 六 有 一 对 子 图 有 一 边 是 公共 的 ， 


(4) G 的 每 条 边 含 于 一 个 子 图 中 。 ， 
一 一 , * 107 。 


C 的 一 个 子 图 , 具有 性 质 (1) 与 (2) 时 ， 岂 做 @G 的 一 个 1- 因 子 . 

车 存在 G 的 子 图 , 满足 条 件 (1) 一 (4)， 就 说 G 是 -因子 的 积 (或 
能 分 解 为 1- 因子 的 积 ). 

由 此 , 已 证 明了 下 列 命题 : 

1 有 中 个 顶点 的 完全 图 是 24 一 1 个 1- -因子 的 积 ， 

上 一 章 我 们 讨论 了 一 个 图 的 哈密 尔 顿 回路 ， 图 的 一 个 哈密 尔 
顿 回路 是 包含 图 的 全 部 顶点 , 且 每 个 顶点 的 次 数 为 2 的 子 图 , 我 们 
也 称 它 为 图 的 一 个 2- 因 子 . 

一 般 地 , 车 图 G 的 子 图 G' 包含 G 的 全 部 顶点 , G' 的 每 个 顶点 
的 次 数 是 同一 数 k(k 三 1), 就 把 G' 叫做 G 的 一 个 有 -因子 ，( 它 可 
能 重合 于 G. ) 因 此 , 一 个 图 的 连通 2- 因 子 就 是 图 的 一 个 哈密 尔 顿 
回路 ( 见 第 一 章 的 问题 36)， 车 G4, Gs,…, Go 分别 是 图 G 的 为- 因 
有 对 有 一 条 公共 边 , 又 车 G 的 


rr 


m 个 因子 的 积 ). 

采用 名 词 “因子 ”与 “ 积 ” 的 原因 , 可 解释 如 下 , G 的 每 个 顶点 的 
次 数 是 ki + Es. 相似 于 多 项 式 的 积 的 次 数 等 于 因子 的 次 
数 之 和 , 此 相似 性 说 明代 数 与 图 论 间 有 着 很 强 的 联系 . 

一 个 图 称 为 是 正则 的 ， 如 果 它 的 全 部 硕 点 者 有 相同 的 次 数 车 
&- 正 则 图 G 删 去 一 个 1 -因子 的 边 (< 出所 得 的 图 是 的 一 个 
(一 L)- 因 子 ， 

在 图 的 一 个 1- 因 子 中 , 不 能 有 一 对 边关 联 于 同一 顶点 ， 一 般 
地 , 称 一 个 图 的 某 些 边 是 独立 的 , 如 果 其 中 无 环 , 且 其 中 无 两 边关 
联 于 同一 顶点 .图 的 一 个 1- 因 子 的 边 是 独立 的 ， 它 包含 图 的 全 部 
顶点 ， 因 此 ,车 图 有 I- 关子 , 则 必 有 侦 数 个 顶点 . 

图 的 独立 边 的 一 个 集合 ， 也 叫做 图 的 一 个 独立 边 集 ， 图 的 极 
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大 独立 边 数 是 该 图 的 包含 着 尽 可 能 多 的 独立 边 的 一 个 独立 边 集 的 
边 数 ， 若 以 iems (GQ) 表 示 图 的 极 大 独立 边 数 ,是 含有 temax (G0) 
条 边 的 C 的 一 个 独立 边 集 ， 则 称 召 是 一 个 极 大 独立 边 集 以 下 我 
们 以 enay 代替 iema:《(G)， 因 为 所 讨论 的 图 往往 是 不 言 而 喻 的. 
《类似 的 缩写 还 将 应 用 于 其 它 场合 . ) 


2， 把 图 89 中 的 图 分 解 为 3 个 1- 因 子 的 积 . 

3， 把 由 八 面体 的 边 构成 的 图 ( 见 图 122) 分 解 为 两 个 2- 因 子 
的 积 , 此 图 能 分 解 为 -因子 的 积 吗 ? 

4， 图 131 能 行 被 多 米 诺 骨牌 所 覆盖 , 使 得 每 张 骨 牌 覆 盖 两 个 
邻接 的 方 格 ? 
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问 题 
5。 用 图 的 因子 的 术语 , 重 述 并 重 解 第 三 章 的 问题 31. 
6。 从 棋 失 上 删 去 关于 中 心 对 称 的 两 个 方 格 ， 试 决定 余下 的 


e 109 。 


盘面 能 否 被 多 米 诸 骨 有 得 所 履 选 , 使 得 每 忠 牌 覆 益 两 个 邻 坊 的 方 格 . 

7， 设 C 是 无 环 的 图 ， 试 证 : 若 G 的 每 条 边 可 给 以 定 阿 ， 使 不 
存在 长 为 2 的 有 癌 路 , 则 GG 的 每 个 回路 的 长 是 侦 数 ; 反之 ， 者 G 
的 每 个 回路 的 长 是 偶数 , 则 能 给 它 的 边 以 定 站 使 其 中 没有 长 为 2 的 


有 回路 . 
8， 求 证 : 一 个 次 数 为 2 的 正则 图 是 两 个 1- 因 子 的 积 当 且 仅 
当 图 中 每 个 回路 的 长 是 偶数 ， 


9， 有 8 个 问题 出 现 于 一 科学 期 刊 上 , 对 于 每 个 问题 收 到 两 个 
正确 的 解 ， 编 辑 发 现 16 个 解 由 8 个 人 寄 来 , 每 人 两 解 ， 求 证 能 对 
每 个 问题 发 表 一 个 解 , 并 使 8 个 人 中 的 每 一 个 恰 被 提 到 一 次 . 


图 132 表示 练习 2 的 一 个 可 能 的 解 ,其 中 的 粗 线 , 细 线 与 虚线 
都 表示 1- 因 子 ， 显 然 ， 任 两 个 1- 因 子 的 积 是 图 的 2- 因子 . 但 图 
不 能 有 任何 连通 的 2- 因 子 ( 即 任何 的 哈密 尔 顿 回路 ， 如 第 四 章 的 
问题 3 的 一 个 应 用 中 所 证 明 的 ). 


图 13? 图 133 


图 122 回 各 了 练习 3 的 第 一 部 分 。 以 粗 线 与 细 线 标 出 了 图 的 
两 个 2- 因 子 . “ 细 ? 线 的 2- 因子 不 能 分 解 为 两 个 工 因子 ， 因 为 它 
包含 两 个 分 支 , 每 者 有 奇数 个 顶点 ， 不 过 , 八 面体 的 边 的 图 能 分 解 
为 连通 的 2- 因子 ( 见 加 133). 这 些 2- 因 子 丈 能 分 解 为 1- 因 子 ; 每 
8 110 . 


个 1- 因 子 由 相同 数目 的 边 构 成 . 

很 容易 证 明 图 131 不 能 钴 多 炒 诺 骨牌 以 练习 4 所 指定 的 方式 
所 覆盖 .可 以 把 图 看 作 是 黑 日 棋盘 的 一 部 分 ( 见 图 134)，、 大 覆盖 
是 可 能 的 , 则 每 张 骨牌 恰 覆 盖 一 黑 格 与 一 白 格 . 因此, 需要 3 张 骨 
牌 沿 一 对 角 线 禾 盖 3 黑 格 (或 覆盖 3 对 角 白 格 ). 但 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 二 方 格 月 邻 玉 的 仅 有 两 个 相反 颜色 的 方 格 ， 


一 图 134 

问题 5 与 下 列 命题 有 关 : 车 G 是 一 个 次 数 为 4 的 正则 图 ， 则 
它 的 边 能 染 以 蓝 与 红色 ， 使 得 每 一 顶点 联结 于 两 蓝 边 的 端点 及 两 
红 边 的 端 扎 、 显 然 ， 由 红 边 所 构成 的 子 图 和 由 蓝 边 所 构成 的 子 图 
都 是 G 的 2- 因子 ， 所 以 

10。 任 一 4- 正 则 图 让 分 解 为 两 个 2- 因 子 . 

设 G 中 每 个 顶点 的 次 数 至 多 为 4, 添加 一 些 边 , 能 产生 一 4- 正 
则 图 , 因为 在 G 内 奇 次 顶点 数 是 偶数 ( 见 第 一 章 的 命题 9), 任 一 次 
效 小 于 4 的 奇 次 顶点 对 能 用 一 新 边 加 以 联结 ; 也 可 以 把 新 的 环 联 
结 到 次 数 小 于 4 的 偶 次 顶点 上 ， 所 得 的 4- 正 则 图 能 被 分 解 为 两 个 
国 卫 ; 因 此 ， 下 述 命题 10 ee 
分 解 为 机 个 家 全 -使 和 对 于 因 的 的 任 一 顶点 下 任 -个 中 
多 有 两 条 边关 联 于 它 ， 
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* 了 IT 。 


再 来 证 它 的 进一步 的 推广 . | 

12. 车- 一 个 图 中 ， 每 个 项 点 的 次 数 至 多 为 25， 则 可 把 图 的 过 
集 分 解 为 个 集合 , 使 得 对 于 图 的 任 一 顶点 ， ,此 个 集 之 任 一 集中 
至 多 有 两 条 边关 联 于 它 . | 

当 大 的 值 固定 时 对 边 数 应 用 数学 归纳 法 来 证， 加 

若 边 数 为 0, 命题 显然 成 立 : 此 时 ,个 集合 爹 是 空 的 ， 假 设 命 
题 对 于 图 的 边 数 为 和 时 成 立 , 来 证 边 数 为 nw 十 1 时 命题 也 成 立 , 设 
图 G 的 边 数 为 m 十 1, 其 中 每 个 顶点 的 次 数 至 多 为 28， 我 们 删 去 C 
的 任 一 边 e= {e, 5}, 则 所 得 的 图 G' 有 边 数 为 m, 据 假设 , 命题 对 
G 9 成 立 即 可 把 G: 的 边 集 按 所 述 的 方式 分 解 为 人 : 合 Hi, 再 …， 

| 
pla)2k1 及 pb) =2b 1 本 
对 于 G' 成 立 ，G' 是 由 G 删 去 边 e 而 得 来 的 ， 存 在 了 H， 及 如 ， 使 得 
如 (或 五)) 中 至 多 有 一 边关 联 于 a( 或 四， 若 i 二 j, 则 令 e 属于 此 
集 , 命题 即 得 证 ， 不 然 , 令 甩 4j 为 万, 与 五; 的 并 , 再 从 G' 删 去 全 
部 不 属于 五 , 的 边 ( 但 不 删 项 点 ). 把 这 新 图 记 为 Go. “对 于 Go, 其 
每 个 顶点 2 有 

ppE4Pa) EY 及 gD 
所 以 Ge 的 边 , 与 e 一 起 , 能 以 命题 11 所 指 的 方式 分 解 为 两 个 集合 
万 ;及 有;， 最后, 我 们 回 到 到 个 集 的 分 解 ， 以 再 ' 与 及; 分别 代 赤 
好 与 妃 ;， 于 是 , G 的 边 按 命题 12 的 要 求 分 解 为 个 集合 ， 命 题 
得 证 . 

车 命题 12 的 图 G 的 顶点 次 数 从 为 24， 则 满足 条 件 的 天 个 边 
集中 的 任 一 边 集 的 边 恰 有 两 端点 联结 于 它 ， 另 一 方面 ， 若 G 的 短 
一 顶点 给 关联 于 边 集 之 一 的 两 边 ， 则 此 边 集 是 G 的 2- 因 子 边 集 
因此 , 对 于 偶 次 正则 图 , 据 命题 12 可 知 有 . 

1 在 全 1 任 一 28- 正则 图 是 万 个 2- 因 子 的 积 ， 
lili2s ， 


有 2 十 1 个 顶点 的 完全 图 是 多 -正则 的 , 按 命题 13, 它 能 分 解 
为 五 个 2- 因 子 ， 注 意 , 这 就 是 说 ,能 分 解 为 个 哈密 尔 顿 回路 ， 这 
个 分 解 可 参考 把 有 2% 个 顶点 的 完全 图 分 解 为 -因子 的 分 解法 而 
得 到 .图 135 表示 =4 的 情形 之 一 。 容 易 得 到 一 般 的 情形 ; 顶点 


四 图 135 / 

2,…, 8 为 正 8 边 形 的 顶点 ，9 是 中 心 。 若 长 为 9 的 图 的 回路 绪 
中 心 按 反 时 针 方 向 转 过 a, 2a, 3a, 4a 角 , 这 里 , 4 二 360° /8， 则 由 简 
单 的 几何 知识 可 证 明 没有 两 个 这 样 的 回路 能 有 一 条 公共 边 . 因此 ， 
在 9 个 顶点 的 完全 图 中 就 找到 了 《 个 哈密 尔 顿 回路 ， 它 们 由 8 边 
形 的 边 及 从 这 些 边 由 图 形 的 旋转 而 得 到 . 

要 解 问题 6( 已 知 练习 4 的 答案 ), 我 们 只 需 注 意 , 棋盘 上 被 删 

去 的 两 方 格 有 相同 的 颜色 ， 而 因原 有 的 64 格 中 , 黑 格 与 白 格 一 - 样 

多 , 所 以 删 去 两 格 后 , 黑 格 与 白 格 的 数目 就 有 了 差别 ， 又 因 每 张 多 

米 诺 骨 有 牌 必须 恰好 覆盖 一 黑 格 与 一 白 格 ， 因 此 棋盘 不 能 依 指定 的 
方式 被 覆盖 . 

为 了 解 问题 7 的 第 一 部 分 , 我 们 假定 图 是 无 环 的 , 不 含 长 为 

2 的 有 向 路 。 在 此 情况 下 ,& 的 任 顶 点 或 者 全 是 关联 边 的 头 或 者 全 

es 3 。 
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是 关联 边 的 尾 ， 以 4 表示 全 是 所 关联 边 的 尾 的 那些 顶点 的 集合 ， 
而 以 8 表示 另 一 集合 , 考虑 G 的 在 一 对 邻接 顶点 , 其 中 之 一 在 6 内 
是 尾 , 而 另 一 是 头 ， 于 是 , G 的 任 一 边 把 4 的 一 顶点 联结 于 B 的 一 
顶点 ， 由 于 4 与 B 的 顶点 沿 G 的 任 一 回路 交错 出 现 ， 所 以 其 任 一 
回路 的 长 是 偶数 . 

为 了 证 明 问题 7 的 第 二 部 分 ， 只 需 指出 ， 若 一 个 图 只 含 长 为 
偶数 的 回路 , 则 其 顶点 可 分 解 成 两 个 集合 , 使 得 没有 同一 集合 的 两 
顶点 是 邻接 的 ， 即 , 我们 可 以 给 每 条 边 以 定向 , 使 前 一 集合 的 全 部 
顶点 是 尾 ,而 另 一 为 头 ， 所 以 , 此 时 不 存在 长 为 2 的 有 向 路 . 

一 个 图 G 叫 作 双 图 (二 分 图 、 二 部 图 ), 若 其 顶点 可 分 解 为 两 个 
集合 , 使 得 同一 集合 中 无 两 顶点 邻接 .车 4 与 表示 两 个 集合 , 则 
G(4,B) 当 用 来 表示 双 图 ， 由 于 一 棋盘 邻接 的 方 格 必 有 不 同 的 颜 
色 ， 我 们 可 以 认为 集合 4 与 妃 的 顶点 分 别 是 黑 的 与 白 的 、 集 合 4 
或 了 3 可 以 是 空 的 , 此 时 图 没有 边 . 和 

于 是 , 对 于 问题 7 的 第 二 部 分 ， 只 和 需 证 明 ; 

我 们 注意 ; 区 疝 的 全 人 分 妈 站 并 反之 ， 一 个 仅 以 双 图 为 分 
支 的 图 必 为 双 图 把 每 个 分 支 的 白 ( 或 黑 ) 顶 点 叫做 图 的 白 ( 或 黑 ) 
项 点 , 则 颜色 的 记号 是 合适 的 ， 即使 任何 分 支 的 两 色 的 作用 互相 幸 

技 时 也 适用 . 
“， ,我们 对 图 的 顶点 数 用 归纳 法 来 证 命题 14. 

对 于 具有 一 个 顶点 的 图 ;命题 显然 成 立 ， 假 设 对 具有 ?个 顶 
点 的 图 , 命题 成 立 ， 必 须 证 明 对 具有 十 1 个 顶点 的 图 ， 命 题 也 成 
立 . 设 G 是 具有 ?+1 个 顶点 的 图 , 不 含 奇数 长 回路 ， 我 们 删 去 4 
的 一 个 任意 的 项 点 2 以 及 所 有 关联 于 它 的 边 ， 由 此 得 到 的 图 G'， 
有 # 个 顶点 , 仍 不 含 奇数 长 回路 , 所 以 ,由 归纳 淄 设 , 它 是 双 图 ， 现 
在 我 们 以 通常 的 方式 给 G' 的 项 点“ 染 " 以 黑 与 白色 ， 我 们 来 证 明 
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对 G 中 邻接 于 jp 的 全 部 项 点, 若 其 中 某 些 顶点 在 C. 的 同一 分 支 
内 ， 则 有 相同 的 颜色 .。 设 9 与 ?是 G 的 同一 分 支 扩 中 的 顶点， 假 
定 g 与 7 邻接 于 p, 且 4 总 白 的 面 7 是 黑 的 . 由 于 了 是 时 连通 图 , 在 
g 与 间 有 -一 条 路 L, 工 的 长 必 为 奇数 , 这 是 因为 G' 的 任 两 邻接 顶 
所 有 不 同 的 颜色 , 所 以 , 忆 的 端点 也 如 此 .把 边 {2, 9} 及 {2,7} 与 忆 
放 在 一 起 , 就 产生 G 的 一 个 奇数 长 回路 , 这 是 一 个 了 矛盾， 按照 命 题 
14 以 后 的 那 一 段 叙述 , 可 于 双 图 G 内 选用 两 种 颜色 , 使 得 2 仅 邻 
接 于 日 顶点 ， 如 果 把 p 染 成 黑色 ， 我 们 得 到 给 图 6G 的 顶点 以 适当 
的 染色 ， 于 是 命题 14 得 证 . 

相似 的 推理 可 引出 命题 14 的 对 于 图 的 边 数 的 归纳 证 明 ,3 这 一 
证 明 留 给 读者 自己 去 做 . 

在 求解 问题 7 的 第 一 部 分 时 ， 我 们 发 现 没有 一 个 双 图 具有 奇 
数 长 回路 . 这 个 人 加 革命 如 14, 得 到 下 述 命题 : 

汪 意 由 此 ， 图 的 对 的 性 质 便 同 于 图 不 含 奇数 长 回路 的 性 质 
即 其 回路 全 是 偶数 长 

第 四 章 里 有 不 同 格 数 的 模 盘 可 用 这 样 的 图 来 表示 ， 其 边 对 应 
王 马 的 跳 步 ， 若 两 方 格 间 的 距离 恰 为 一 马 步 ， 则 此 两 方 格 的 颜色 
”是 不 同 的 . 因此 , 这些 图 都 是 双 图 , 并 且 全 无 奇数 长 回路 ， 作 为 一 
个 直接 结果 ， 一 个 对 应 于 有 个 方 格 的 棋盘 图 ,是 奇数 时 不 能 
有 哈密 尔 顿 回路 (参看 第 四 章 的 问题 27)， 

现在 我 们 来 解 上 9 题 8. 易 见 2- 正 则 图 的 任何 分 支 是 一 回路 (本 
质 上 ， 此 命题 已 在 第 一 章 的 问题 36 中 得 证 )， 在 CG 是 两 个 1 因子 
的 积 ， 则 此 两 因子 的 边 交错 地 沿 一 回路 出 现 ; 因此 , 问 路 的 边 必 须 
是 偶数 ， 人 的 每 个 回路 的 长 为 偶数 , 在 此 情况 下 ， 沿 着 
每 个 辐 路 我 们 在 每 一 对 边 中 , 标 出 其 第 二 边 , 标 出 的 边 与 其 侈 的 边 
各 构成 @ 的 工 加 于，G 可 分 解 为 两 个 因子 的 积 
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有 一 :个 合适 的 图 可 用 来 说 明 问题 9， 和 问题 及 其 解 题 者 间 的 联 
系 必须 加 以 强调 . 我们 以 8 个 顶点 对 应 于 解 题 者 并 以 8 个 顶点 对 
应 于 问题 , 分别 染 以 白 与 黑色 . 边 须 对 应 于 解 , 即 : 若 某 人 对 某 问题 
有 可 供 发 表 的 解 ， 则 此 人 所 对 应 的 自 顶点 邻接 于 此 问题 所 对 应 的 
黑 顶点 . 所 得 的 图 G 是 一 个 2- 正 则 的 双 图 . 为 了 解 问题 9 , 须 证 此 
图 G 有 1- 因子 ， 但 这 在 问题 8 的 解 中 已 得 证 . 问题 的 数目 与 解 题 
者 的 数目 可 以 是 任意 的 , 但 此 两 数 必 须 相 等 , 下 面 将 证 明 这 一 点 . 

对 于 一 个 三 正则 (8 储 芒 双 图 GC (4, B),， 以 mw 及 % 分别 表示 4 
与 8 中 的 顶点 数 ， 于 是 ，km 及 kn 都 必须 等 于 图 的 边 数 , 由 hmm = 
En 又 可 知 m= 二 %, 所 以 我 们 有 : 

16， 老 % 宇 1 则 正则 双 图 G 《4, 8B) 的 集合 4 与 了 有 相同 的 
顶 辟 数 . 

下 列 命题 是 问题 9 的 进一步 推广 . 

17， 在 % 宇 1, 则 任 一 正则 双 图 有 一 个 1- 因 子 , 

” 设 h1.G 是 一 -正则 双 图 ， 若 我 们 把 G 的 每 条 边 双 重 化 为 
两 条 边 , 则 所 得 的 图 G' 是 一 24- 正 则 双 图 . G' 有 一 个 2- 因 子 下 ( 见 
命题 13). 万 也 是 一 个 双 图 , 按 问题 8 ， 它 能 分 解 为 两 个 1- 因 子 ， 
设 ,是 其 中 之 一 ， 产生 G' 的 一 个 1- 因子 .车 的 一 边 不 属 
于 @, 则 它 可 以 由 关联 于 G 中 相同 的 两 个 顶点 的 对 应 边 所 替换 , 这 
就 证 明了 本 命题 . 

按照 命题 17， 问 题 9 的 推广 可 叙述 如 下 : 在 一 篇 文章 中 发 表 
了 一 些 问题 ， 每 名 解 题 者 正好 给 出 % 三 1 个 解 (同一 问题 可 以 有 不 
同 的 解 , 每 人 提出 个 解 )， 对 每 个 问题 恰 给 出 了 % 个 解 ， 编 辑 对 
每 个 问题 恰 可 选 出 一 个 解 使 得 每 名 解 题 者 恰 有 一 解 被 发 表 . 

命题 17 的 另 一 应 用 是 下 列 命题 :在 一 个 舞会 里 , 每 位 女士 谷 
认识 对 名 绅士 ， 而 每 位 绅士 恰 认 识 帮 名 女士 (t 储 D， 他 们 可 以 在 
每 对 舞伴 相互 认识 的 情况 下 开始 跳舞 ， 
了 了 和 


按照 命题 17， 任 一 正则 双 图 具有 一 个 1 因子. 若 删 去 此 1- 国 
子 的 边 , 新 图 也 是 一 个 正则 双 图 ， 若 确实 有 边 ， 则 命题 17 表明 富 
也 有 1- 因子。 重复 这 一 删 边 的 过 程 导出 下 列 命 题 ” 

注意 , 把 问题 17 应 用 于 舞伴 问题 时 , 关键 词 “恰好 ”是 重要 的 ， 
不 能 把 它 换 成 “至 少 ”( 那 将 表明 每 位 女士 不 只 认识 位 绅士 , 反之 
也 然 )， 即 , 车 双 图 的 每 个 顶点 的 次 数 至 少 为 ， 就 不 能 说 必定 存 
在 1- 因子 ， 对 问题 6 的 否定 的 答案 也 强调 了 这 一 点 .. 设 对 应 问 
题 的 双 图 为 G=G(4, B)， 使 得 4 与 B 分 别 表示 棋盘 (有 两 个 方 格 
被 删 去 了 的 ) 的 白 与 沁 方 格 , 以 边 表示 两 个 方 格 可 以 被 同一 张 多 米 
诺 骨 牌 所 覆盖 ， 易 见 ，G 中 每 个 顶点 的 次 数 至 少 为 1 (或 甚至 至 少 
为 2 ,车 两 个 被 删 去 的 方 格 不 邻接 于 角 上 的 方 格 )， 问 题 6 提出 的 
问题 是 G 是 否 有 1- 因子 ， 一 个 否定 的 答案 是 显然 的 , 因为 在 4 中 
与 在 8 中 的 顶点 数 是 不 同 的 . 但 就 算是 顶点 4 与 巨 的 顶点 数 相同 ， 
情形 还 是 如 此 ， 图 136 表示 对 应 于 图 134 的 图 ， 图 G 的 白 顶 点 


疼 136 
数 与 黑 顶 点 数 同样 多 ， 每 个 顶点 的 次 数 至 少 为 1， 练 习 4 的 答案 
是 否定 的 ; 这 个 棋盘 不 能 用 指定 的 方式 用 多 米 诺 骨牌 来 覆盖 ， 即 
Ci 不 能 有 1 因子 . 莽 至 玉 ，p82 与 8。 就 不 能 同时 波 种 盖 ， 因 为 他 们 
只 邻接 于 ws 三 Us 两 个 肌 抬 . 
这 Gi 的 项 点 @ 及 5; 分别 表示 女孩 与 男孩 , 设 共 边 表 示 相 互 
"II17，。 


认识 的 关系 ， 要 求 以 下 列 方式 结婚 ， 使 每 个 男孩 与 时 就 认识 的 女 
孩 结婚 ， 佑 男孩 镁 ,B82, 0 除了 G， 所 示 者 外 不 认识 任何 别 的 女孩 ， 
则 按 上 述 方式 的 结婚 是 不 可 能 的 ， 奉 相互 认识 是 结婚 的 一 个 必要 
条 件 , 则 显然 下 列 一 般 条 件 必 定 成 立 ， 任 一 组 男孩 (可 由 一 名 以 至 
所 有 田 网 组成) 至 少 必须 认识 与 本 组 人 数 一 样 多 的 女孩 ， 可 以 证 
明 此 条 件 也 是 充分 的 . 

我 们 用 图 来 重 述 此 问题 ， 以 了 与 吾 表 示 图 中 某 些 顶点 的 集合 
与 某 些 边 的 集合 ， 者 卫 的 每 个 顶点 是 如 的 至 少 一 条 边 的 端点 ， 就 
成 为 如 下 问题 : 在 图 G (4, B) 中 是否 有 独立 边 , 它们 覆 次 了 B (这 
里 , B 的 项 后 对 应 二 男孩 )， 找 到 了 一 个 必要 的 条 件 : 对 一 切 *,，B 


的 任 天 个 顶点 , 必须 一 共 至 少 邻接 于 天 个 顶点 ， 因 此 , 下 列 命题 很 
好 地 解答 了 结婚 问题 : 


用 下 述 的 一 般 方法 来 证 此 命题 , 即 交 锥 路 方法 . 设 刀 是 图 C 中 
的 一 个 独立 边 集 ，CG 的 一 条 路 叫做 是 妃 中 的 一 条 交 鳃 踏 ， 营 对 于 
路 的 任意 两 杀 邻 按 的 边 ， 它 们 中 恰 有 一 条 属于 召 ， 河 一 条 交错 路 
含有 不 士 一 条 的 边 ， 则 沿 着 它 的 边 走 就 有 属于 召 的 边 与 不 属于 万 
的 边 交错 地 出 现 . 设 图 G 的 路 工 是 在 吾 内 交错 的 ， 并 设 工 路 的 两 
个 端点 没有 一 个 与 召 的 任何 一 个 边 相 邻 ， 则 删 去 那些 属于 工 的 如 
的 边 ,再 加 入 那些 不 属于 召 和 的 工 的 边 , 对 五 作 的 这 一 调整 导出 一 个 
边 集 已 ; 它 同 样 地 含 着 独立 边 ( 因 任 一 顶点 至 多 关联 于 Br' 的 一 条 
边 ) 而 其 边 数 比 召 多 1、 这 就 是 交错 路 方法 的 基本 思想 、 图 137 
说 明 “ 边 的 交 执 ? 前 后 的 -~ 条 交错 路 ; 属于 嫂 与 8' 的 边 用 直线 表 
出 . 
为 了 证 命题 19, 代 定 对 于 双 图 G=G(4, 蕊 命题 的 条 件 盛 立 . 
*118 ?+ 
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图 137 

我 们 必须 证 明 骤 盖 瑟 的 独立 边 的 集合 是 存在 的 

应 用 “从 极 大 开始 ”的 方法 .以 吾 表 示 G 的 极 大 独立 边 集 ， 可 
证 覆盖 了 互 ， 假 设 不 然 ， 图 138 指明 所 述 情 形 ，. 上 一 行 的 点 对 
应 于 4 的 顶点 ,下 一 行 则 对 应 于 BB 的 , 的 边 由 粗 线 认 出 ,馈线 表 
示 其 它 的 边 ， : 

:! As 

一 一 


Bs 
图 138 . 

4 与 B, 表示 这 样 的 顶点 集 , 它们 不 关联 于 粗 边 , 分 别 属于 4 
与 B. (由 假设 可 推出 集 B, 不 空 . )B1 的 顶点 不 能 邻接 于 41 的 顶点 ， 
因为 这 样 的 边 都 能 并 入 如 ,而 这 是 与 的 极 大 性 相 了 矛盾 的 ， 用 B。 
表示 B 的 这 样 的 顶点 集 ， 它 能 由 Bi 的 顶点 沿 交错 路 (当然 , 在 刀 
内 ) 所 到 达 ， 用 4, 表示 这 样 的 顶点 的 集合 , 它们 属于 4 , 以 “ 粗 ? 边 
联结 于 Bs 的 顶点 ， 最 后 , 设 集 4s 与 Bs 由 4 与 B 的 这 样 的 顶点 构 
成 , 它们 分 别 地 不 在 41( 或 42) 及 Bi( 或 B,) 内 . 
“我 们 已 经 看 到 B 的 邻 点 不 在 4 内 , 但 它们 也 不 能 在 4, 内 ， 
因为 , 若 它 们 在 4 内 , 则 存在 Bs 的 顶点 , 可 由 B, 的 顶点 沿 一 交错 
路 所 到 达 ( 见 图 139); 而 全 部 具有 此 性 质 的 顶点 都 属 于 了 


a 
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Bb B， B; 
图 139 

题 也 可 得 证 ， 这 就 导出 一 个 矛盾 ， 因 为 4 与 Bs 所 含 的 顶点 数 相 
同 ; 若 与 Ba 一 起 有 天 个 顶点 , 则 如 的 此 天 个 顶点 的 邻 反 将 少 于 
个 , 这 矛盾 于 命题 19 的 条 件 . 

假定 B; 的 顶 尽 5; 与 4 的 项 后 as 是 邻接 的 , 2 可 由 Bi 的 一 
个 项 扩 沿 交错 路 所 到 达 . 大 世 含有 一 个 属于 4s 的 顶 氮 , 则 考 悦 一 
条 关联 于 它 的 “ 粗 ” 边 , 就 会 导出 Bs 的 一 个 顶点 将 是 沿 一 交错 路 可 
到 达 的 . 让 我 们 把 两 条 边 加 入 工 , 即 边 {52, asj 及 关联 于 as 的 粗 边 
( 见 图 140)， 于 是 , Bs 的 一 顶点 可 由 Bi 的 一 顶点 沿 一 交错 路 所 到 
达 , 这 是 一 个 于 盾 . 


图 140 


我 们 还 需 证 没有 4 的 顶点 能 与 bs 邻接 ， 我 们 先 证 4 的 顶 


点 不 能 由 B, 的 顶点 沿 交错 路 所 到 达 ， 如 果 可 能 , 则 此 路 始 边 与 来 


边 将 是 细 线 的 , 应 用 交错 路 方法 将 得 到 一 条 另外 的 “ 粗 ” 边 , 这 了 矛盾 
于 妃 的 极 大 性 ( 见 图 141)， 现 在 假设 4 的 顶点 «1 邻 插 于 5， 册 
据 上 述 的 推理 , 交错 路 也 (把 5, 连通 到 B, 的 一 顶点 ) 不 能 含有 wi. 

若 我 们 把 边 {bs, oj} 加 到 工 上 , 在 此 情况 下 , 我 们 有 一 交错 路 ， 它 也 
? <0O 3? 
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矛盾 于 上 述 的 推理 

于 是 , 命题 19 得 证 .， 

注意 : 若 在 命题 19 的 图 G=G(4，B) 内 的 4 与 B 有 相同 的 顶 
点 数 , 则 命题 等 价 于 G 内 存在 1- 因 子 . 反之 , 若 双 图 G=G(4, B) 
有 1- 因子 ， 则 4 与 好 显然 必须 有 相同 数目 的 顶点 ， 而 G 的 任何 
1- 因 子 的 边 保证 了 命题 19 的 条 件 得 以 满足 . 

现在 来 证 明 命题 17 可 由 命题 19 推出 . 设 7 三 1, G=G(4, B) 
是 一 -正则 双 图 .由 于 4 与 有 相同 的 顶点 数 ( 据 命 题 16), 只 需 
证 命题 19 的 条 件 是 得 到 满足 的 。B 的 任 k 个 顶点 是 关联 于 G 的 
kr 条 边 的 . 由 于 4 的 任 一 顶点 至 多 关联 于 其 中 的 > 条 , 所 选 的 (B 
的 ) 顶 点 一 共 必 至 少 有 个 邻 点 , 所 以 命题 19 的 条 件 得 以 满足 , 从 
而 存在 G 的 边 ， 它 们 是 独立 的 且 窗 盖 了 B， 这 些 边 就 构成 了 G 的 
1- 因 子 . 
命题 19 的 一 个 应 用 见于 下 列 问 题 . 
”在 不 同 的 学 校 闻 组 织 一 些 主题 的 智力 竞赛 .分 配 到 每 一 主题 
的 是 最 合适 的 学 生 , 每 名 学 生 不 得 参加 多 于 一 个 主题 的 竞赛 . 在 什 
么 条 件 下 学 校 能 对 每 个 主题 指派 一 名 学 生 呢 ? 对 应 于 此 问题 的 双 
图 G=G(4, B) 以 下 列 方式 建立 : 集 4 与 互 的 顶点 分 别 对 应 于 学 生 
及 主题 , 如 果 对 应 的 学 生 参 加 对 应 的 主题 的 觉 赛 则 两 顶点 邻接 . 显 
然 , 如 果 图 内 存在 一 个 覆盖 的 独立 边 集 , 则 学 校 能 给 每 个 主题 指 
派 一 名 学 生 ， 其 条 件 可 据 命 题 19 给 出 ， 改 述 一 下 , 它 表明 对 于 所 
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有 订 能 的 大 的 值 ,车 选择 了 任何 不 个 主题 , 则 必得 至 少 存在 名 学 
生 , 他 们 合 起 来 熟悉 此 个 主题 . 

相关 于 这 一 问题 , 我 们 可 以 问 : 全 学校 派 得 出 学 生 的 极 大 主题 
数 是 多 少 ? 所 求 的 数 显然 就 是 G(4，B) 中 极 大 独立 边 数 ， 怎 样 才 
能 找 出 一 个 双 图 的 极 大 独立 边 集 呢 ? 这 样 的 一 个 过 程 (一 个 算法 ) 
可 借 交错 路 的 应 用 加 以 详细 说 明 。 此 过 程 或 其 变形 能 被 应 用 于 实 
际 场合 ， 大 量 地 见于 运输 问题 ， 在 手 算 任 务 繁重 的 困难 情况 下 它 
的 优点 最 显著 此 时 易于 在 计算 机 上 程序 化 . 

“在 双 图 内 导 求 极 大 独立 边 集 的 算法 ， 考 虑 在 一 双 图 内 的 大 是 
的 独立 边 、 车 4 或 妃 的 全 部 顶点 被 这 些 边 所 覆盖 . 则 显然 , 有 极 大 
独立 边 集 . 我 们 来 考虑 4 与 下 都 不 是 完全 地 被 覆盖 的 情形 时 的 图 . 
图 138 正 是 这 种 情形 . 所 讨论 的 独立 边 用 粗 线 标 出 . 我 们 不 假定 它 
们 的 集 召 具有 极 大 性 , 不 过 , 可 以 假定 , 4 的 顶点 不 邻接 于 B, 的 顶 
点 , 因为 , 否则 , 如 将 不 包含 大 量 的 独立 边 ，Bs 的 定义 也 以 同样 的 
方式 表明 , Bi 与 了。 的 顶点 均 不 邻接 于 4, 的 顶点 ， 我 们 只 需 研究 
是 可 有 41 的 什么 顶点 邻接 于 Bs 的 什么 顶点 ， 车 存在 这 样 的 一 顶 
点 , 则 互 象 图 141 所 表明 的 那 涯 导出 了 独立 边 集 下 ， 它 比 已 多 仿 
有 一 条 边 ， 我 们 对 至 应 用 对 召 用 过 的 同样 的 过 程 , 并 尽 可 能 地 重 
复 应 用 它 。 以 ,表示 最 后 的 独立 “ 粗 ” 边 的 集合 ， 即 它 是 不 能 再 
用 此 方式 加 以 扩大 的 集合 , 设 e。 是 加 中 的 “ 粗 " 边 数 ， 此 过 程 (用 
了 所 谓 匈牙利 方法 的 主要 思想 ) 找 出 的 集合 杷 是 党 全 的 ， 即 在 此 
图 中 不 能 用 任何 别 的 方法 找 出 多 于 es 条 的 独立 边 . 所 以 ， 现在 我 
们 证 明 : 

20. 4 
$Cmax ~ eu. 
让 我 们 假设 B 恰 谱 图 138 的 粗 线 所 到 示 ， 由 于 Bi 与 B? 的 
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质点 仅 邻 接 于 4 的 顶点 ,对 于 GCA4,，B) 的 任 一 边 ， 至 少 其 端点 之 
一 或 在 4; 中 或 在 Bs 中 (或 换 铝 话说 , 4; 与 Bs 的 顶点 共同 覆盖 了 
图 的 爹 部 的 边 )， 因 此 选 不 出 比 此 两 集 一 起 的 顶点 数 更 多 的 独立 
边 。 由 于 4; 与 Bs 的 硕 点 数 一 起 恰 为 e,, 命题 20 得 证 . 

一 般 地 ，G 的 一 些 顶点 的 集合 站 叫做 图 的 覆盖 (表示 ) 顶点 
集 ， 若 G 的 每 一 边 至 少 关联 于 五 的 一 个 顶点 。 一 个 图 的 极 小 覆盖 
项 点 数 是 指 这 样 的 覆盖 顶点 集 的 顶点 数 ， 使 得 小 于 此 数 个 顶点 就 

不 能 覆盖 图 的 全 部 的 边 . 若 以 cvmin 表示 G 的 极 小 种 盖 顶 点 数 ， 
又 若 忌 是 一 个 含有 cvmis 个 顶点 的 覆盖 顶点 集 ， 则 称 五 为 极 小 覆 


盖 顶 点 集 . 


由 于 没有 任何 图 的 独立 边 对 能 被 同一 个 顶点 所 “ 禾 盖 ” 任 一 


图 的 种 益 顶 后 集 , 至 少 必须 含 极 大 独立 边 数 那么 多 的 顶点 ， 因 此 、 


下 列 命题 是 正确 的 : 


A 


2 emax Seo 


现在 我 们 回 到 双 图 G(A, B), 在 顶点 的 划分 中 , 集 A， 与 Bs— 
起 构成 一 个 覆盖 顶点 集 ( 含 有 es 个 顶点 )。 所 以 , 在 我 们 的 图 中 下 
列 不 等 式 成 立 : 
CVmin= Ev. 
把 这 结果 与 命题 20 与 21 作 比 较 , 对 于 图 G(4, B), 有 
temax = CVmin, 


了 导出 这 一 结果 的 ,关于 双 图 的 推理 ， 并 不 十 分 -- 般 因为 我 们 


假定 了 4 与 B 都 不 全 被 独立 边 的 顶点 (数值 上 为 6,) 所 覆盖 但 4 


与 五 中 的 每 一 个 覆盖 了 双 图 G(4，B)， 且 吉 存在 覆盖 了 4 或 卫 的 


独立 边 集 则 命题 21 将 导出 同一 关系 ienax 一 coain。 
因此 ,下列 对 于 双 图 的 一 般 命 题 已 被 证 明 : 
22， 对 于 任意 的 一 个 双 图 , 有。 
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em, = COmin, 

命题 22 的 等 式 对 于 其 它 的 图 一 般 并 不 成 立 . 例如 , 对 于 任意 
的 一 个 三 角形 , 有 ienax=1 及 cvmin 二 2。 易 见 , 对 于 长 为 24 十 1 的 
一 个 回路 , 有 

en 一 8 与 conin 一 站 十 1 

命题 22 在 图 论 的 大 量 问 题 中 已 证 明 是 有 用 的 .关于 此 命题 
还 有 一 些 漂亮 的 证 明 , 这 里 给 出 其 中 之 一 , 对 图 的 极 小 覆盖 项 点数 
用 轨 纳 法 来 证 明 . 

下 列 概念 将 在 证 明 中 并 在 本 书 的 其 它 部 分 中 用 到 . 设 P 与 8 
都 是 顶点 集 , 则 它们 的 和 (或 并 ) 指 的 是 这 样 的 顶点 集 : 车 一 个 顶 
点 属于 P 或 8 就 属于 它 ， 设 P 是 图 G 的 某 些 顶点 的 集合 ,， G' 是 G 
的 子 图 ， 称 G' 是 由 卫 导 出 的 , 车 它 的 顶点 集 是 P, 且 G' 只 含 G 的 
关联 于 己 中 顶点 的 一 些 边 ， 并非 任 一 子 图 都 是 导出 子 图 , 例如 , 一 
个 长 为 % 的 回路 具有 -一 子 图 , 它 是 长 为 一 1 的 一 条 路 ， 但 此 子 图 
不 能 是 一 导出 子 图 ， 因 为 长 为 4 一 1 的 一 条 路 含有 全 部 % 个 顶 扩 ， 
而 ”个 顶点 一 起 导出 了 整个 回路 . 

命题 22 对 于 双 图 在 comim= 10 或 1 时 最 然 成 立 ， 令 ji 僧 2?， 对 
于 全 部 使 cvmin 二 E 的 双 图 , 我 们 假设 命题 22 成 立 ， 最 后 , 令 G= 
G(4, B) 是 一 双 图 使 cvmin = 二 5, 我 们 将 证 明 ;enax= 居 . 

我 们 区 分 两 种 情况 , 即 , G 是 否 具有 一 个 覆盖 顶点 集 ， 使 得 

它 既 包含 4 中 的 又 包含 BB 中 的 顶点 . 
”情况 I， 用 表示 G 的 一 个 极 小 覆盖 顶点 集 ，R 既 包含 4 中 
的 一 些 顶 点 也 包含 召 中 的 一 些 顶 点 ， 以 41 与 Bi 分 别 表示 在 4 与 
B 中 并 且 在 RR 内 的 顶点 ， 用 4。 与 Bs 分 别 表示 4 与 B 中 其 余 的 
顶点 的 集合 ， 由 于 五 是 G 的 一 个 覆盖 顶点 集 . 4 的 顶点 不 能 邻 
接 于 Bs 的 顶点 ， 用 G=G 04，B) 及 0 一 Gd4 B1) 表 示 G 的 分 
别 由 41 十 Bs 及 4 十 Bi 导出 的 子 图 ，G 的 顶点 的 划分 可 借 图 142. 
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得 到 说 明 . 
由 的 顶点 显然 构成 Gi 的 一 个 覆盖 顶点 集 ， 以 石 记 4 的 顶 
尽数 .由 于 及 还 含有 8B 的 顶点 , 所 以 二 Kk。 我 们 将 证 明 4， 是 人 
的 一 个 极 小 覆盖 顶点 集 ， 车 不 然 , 今 RR 是 G， 的 一 个 履 盖 顶 点 集 ， 
所 含 的 元 素 个 数 比 太 少 ， 在 此 情况 下 , Ri 十 B, 就 构成 G 的 一 个 入 
” 盖 顶 点 集 , 因为 G1 的 边 被 BR 所 禾 盖 . 而 有 又 履 盖 了 其 余 的 边 ( 由 
于 4; 的 顶点 绝 不 能 邻接 于 Bs 的 顶点 )， 但 万 十 及 ， 所 含 的 质点 个 
数 少 干 &, 这 是 一 个 矛盾 ， 因 此 ,对 于 G; 有 cm 二 Ai<8， 并 由 波 
设 存在 G 内 的 一 个 太 儿 立 边 焦 . 

在 为 在 Bi 内 的 顶点 数 ， 则 相似 的 推理 可 知 存在 G: 内 萨 一 
个 zz 独立 边 集 . 由 于 在 G 与 G。 内 的 独立 边 一 起 仍然 是 独立 的 ， 
又 由 于 十 有 == 包 得 到 了 GQ 内 的 一 个 & 独立 边 集 , 又 据 命题 21 G 
内 的 独立 边 数 不 超 过 ， 所以， 对 于 G， Vemex 二 上 成立， 

情况 。G 的 任 一 槛 盖 顶 点 集 ， 仅 包含 4 中 的 或 仅 包 含 B 

图 G 的 一 条 边 是 临界 的 , 若 从 G 删 去 它 就 产生 一 个 图 , 其 中 ， 
@9wa 一 kb， 去 CG 不 具有 任何 的 临界 边 ， 则 从 @ 删 去 适当 的 边 产生 一 
个 是 G， 它 有 临界 边 ， 只 需 证 G' 含有 上 条 独立 地; 内 于 G 包 含 G: 
的 每 一 条 边 , 对 于 G 的 命题 也 随 之 得 证 . 

于 是 ， 我 们 假定 边 e= {a, 引 在 图 G 中 是 询 界 的 (其 中 顶点 a 
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在 4 内 ,5 在 B 内 )， 设 集合 必 与 Be 是 从 4 与 如 分 别 删 去 a 与 志 
得 到 的 . 令 Gs= Gs(4;, Bs) 是 G 的 一 个 于 加， 它 由 4, 十 B， 导出 
( 见 图 143)， 黑 然 ,对 于 Gs, cv 过 hk， 若 evs 小 于 8 一 1 则 Gs 将 
包含 一 个 6 一 2 覆盖 顶点 集 Rs， 此 时 , 若 把 a, 5 加 入 Rs, 我 们 将 得 
到 G 内 的 一 个 覆盖 顶点 集 , 它 含有 4 中 的 也 含有 BB 中 的 顶点 ,这 - 
矛盾 于 情况 1 的 原始 命题 。， 因 此 , 对 于 Gs，cvwmn = 二 一 1， 由 假设 
在 Gs 内 能 找到 一 个 £ 一 1 独 江 边 集 加 ,把 e nT 
个 上 独立 边 集 ， 应 用 命题 21, 对 于 G 得 到 ieww : 


于 是 ; 命题 22 已 用 第 二 种 方法 证 得 ， 

机 面 我 们 已 钉 到 命题 17 可 由 命题 19 推出 .现在 我 们 将 证 明 
命题 19 可 由 命题 22 推出 (因而 命题 17 也 能 由 此 推出 ). 

假设 双 图 G=G(4, B) 满 足 命题 19 的 条 件 ， 即 对 于 如 的 每 一 
个 可 能 取 的 值 , B 的 任 个 顶点 一 共 邻 接 于 4 的 至 少 万 个 顶点 , 以 
Mt 表示 如 的 极 小 覆盖 顶点 数 . B 至 少 含 有 mm 个 顶点 , 因为 B(4 也 如 
此 ) 是 一 履 赣 顶点 集 。 车 8 恰 含 x 个 点 ,， 则 G 肌 条 独立 边 ( 据 命 
题 22)， 它 们 覆盖 了 B. 又 车 8 含有 不 止 mr 个 点 ， 以 情 表 示 G 的 
一 极 小 覆盖 顶点 集 , 设 集合 4 与 B 如 图 142 所 示 是 一 个 分 划 . 由 于 
B, 的 顶点 不 能 邻接 于 4 的 顶点 ， 它 们 只 邻接 于 4 的 顶点 ，41 十 
忆 有 rw 个 顶点 ， 但 召 即 Bi 十 Bs, 含有 不 止 mw 个 的 顶点 ， 所 以 hi 中 
的 顶点 比 Ba 中 的 少 ， 此 关系 矛盾 于 有 关 Bs 的 命题 19 的 条 件 . 

命题 22 也 能 由 命题 19 推导 得 来 ， 具 体 的 推导 留 给 谈 者 去 完 
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成 . / 
现在 我 们 考虑 图 的 一 个 覆盖 顶点 集 ， 从 图 中 删 去 这 个 集合 的 
顶点 及 其 关联 边 , 显然 , 留 下 的 顶点 中 没有 - -对 是 邻接 的 . 

一 般 地 ， 图 G 的 某 些 顶点 所 组 成 的 集 人 五 岂 作 图 的 一 个 独立 
顶点 集 , 若 G 中 没有 边 是 联结 的 两 个 顶点 的 , 并 且 G 中 没有 新 关 
联 于 五 的 任 一 项 点， 图 的 极 大 独立 顶点 数 是 一 个 这 样 的 独立 顶点 
集 的 元 潍 个 数 , 使 得 一 个 具有 更 多 的 顶点 的 集合 就 不 能 是 独立 的 ， 
车 以 ivwx 记 图 G 的 极 大 独立 顶点 数 ， 而 了 是 恰 有 io 个 名 立山 
点 的 集合 , 则 了 加 做 G 的 一 个 极 大 独立 顶点 集 . : 

前 面 已 把 一 个 图 的 极 大 独立 边 数 与 极 小 独 盖 顶点 数 作 了 比 
较 ， 现 在 我 们 对 比 地 定义 一 个 “ 极 小 量 ” 来 表示 极 大 独立 顶点 数 ， 

车 一 个 图 的 某 些 边 的 集合 加 有 性 质 ， 图 的 每 个 顶点 至 少 关联 
于 加 的 一 条 边 ， 则 称 互 为 图 的 一 个 覆盖 边 集 ， 一 个 图 的 极 小 覆盖 
边 数 是 这 样 的 一 个 覆盖 边 集 的 元 素 个 数 ， 使 得 更 少 的 边 就 不 能 要 
六 整个 图 以 ce 记 这 个 县， | 


问 题 

23， 设 万 是 图 G 的 一 个 极 大 独立 顶点 集 ， 求 证 ，G 中 不 在 多 
内 的 顶点 构成 一 个 溉 小 覆盖 顶点 集 ; 反之 , 车 届 是 G 的 一 个 极 小 覆 
盖 顶 点 集 , 则 G 中 不 在 五 内 的 顶点 构成 G 的 一 个 极 大 独立 顶点 集 . 

24， 我 们 假定 图 G 没有 孤立 顶点 。 求 证 :车 和 是 极 大 独立 顶 
尽数 , 则 不 能 有 边 数 小 于 r 的 强 盖 边 集 . 

23， 水 证 : 寿 一 个 简单 图 , 至 少 有 6 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 次 数 
至 少 是 3 , 则 图 中 有 3 条 独立 边 ， 四 

26， 在 一 次 舞会 中 , 有 3 名 男孩 与 3 名 女孩 , 我 们 考虑 任 一 男 
孩 与 任 一 灵 孩 ， 车 他 们 互 不 认识 ， 则 她 认识 的 男孩 数 与 他 认识 的 
* 27， 


女孩 数 总 计 不 小 于 4 . (假定 认识 是 相互 的 . ) 求证 他 们 会 体 能 组 
成 一 加 图 , 使 男孩 与 女孩 沿 着 这 图 交错 地 出 现 , 其 中 每 人 都 认识 他 
(或 她 ) 两 侧 相 邻 的 人 . 

27.， 设 下 是 双 图 的 任 一 独立 顶点 集 ， 五 的 顶点 共计 至 少 邻接 
于 了 的 顶点 数 那 么 多 顶点 ， 求 证 图 具有 1- 因子 . 


要 解 问题 23, 我 们 只 需 证 明 , 对 于 G 的 任 一 独立 顶点 集 PG 
中 不 在 了 内 的 那些 顶点 构成 图 G 的 一 个 覆盖 顶点 集 ; 反之 , 对 于 G 
的 任 一 覆 放 项 点 集 情 ， 不 在 请 内 的 那些 顶点 构成 G 的 一 个 独立 项 
把 集 . 下 列 命题 也 由 此 推出 : 

28. 人 

命题 24 是 显而易见 的 , 因为 一 个 图 的 两 不 邻接 顶点 不 能 被 图 
的 同一 条 边 所 覆盖 , 因此 , 我 们 得 到 ， 

29， 寿 一 个 图 设 有 扳 羡 顶点 , 则 

iv nn SCE 

对 于 每 个 不 含 狐 立 顶点 的 双 图 G=G(4，B)， 我 们 将 证明 
iVwor 二 Cewmw. 我 们 必须 证 G 中 有 一 个 io 条 边 的 集合 ， 它 履 盖 了 
每 个 顶点 ， 让 我 们 标 出 G 内 一 极 大 独立 边 集 的 全 部 ie 条 边 , 并 
以 五 表示 一 个 极 小 徐 盖 顶点 集 . 命题 22 表明 下 恰 含有 每 个 标 出 边 
的 一 个 顶点 ， 并 且 它 不 含有 任何 别 的 顶点 . (着 图 144， 那 里 只 夯 
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出 标 出 的 边 , ) 以 五 表示 G 的 不 在 BR 内 的 顶点 的 集合 ， 并 以 8 表示 
内 删 去 标 出 边 的 端点 后 而 得 到 的 顶点 的 集合 ， 问 题 23 的 命题 
表明 是 G 的 一 个 极 大 独立 顶点 集 ; 因此 , 了 的 顶点 数 是 ivwx。 由 
于 任 一 标 出 边 ( 边 数 是 iemx) 在 五 内 恰 有 一 个 端点 , 8 的 顶点 数 是 
ip 一 ;iewx。， 时 能 以 这 样 的 方式 被 覆盖 ， 使 每 个 顶点 被 一 关联 过 
所 覆盖 ，G 的 其 它 顶点 能 被 标 出 边 所 覆盖 , 边 数 是 fewe， 因 此 ， 
22 Lem LE Lax 

条 边 足 以 覆 往 G 的 每 个 顶点 . 

所 以 ,下列 命题 是 正确 的 : 

30。 对 于 无 缴 立 项 扣 的 任何 一 个 双 图 , 有 

Vpnmax™ CEmn: 

代替 问题 25 的 证 明 , 我 们 将 证 明 它 的 一 般 化 形式 , 如 下 : 

31， 者 二 作 有 有 2 个 项 后 人 

假定 简单 图 @ 至 少 有 21 个 大 且 G 中 每 个 顶点 的 次 数 至 少 
为 k. 以 e 记 G 的 极 大 独立 独 边 数 , 又 假定 命题 不 成 立 , 即 e 夺 6 一 1 
令 召 是 G 的 一 个 极 大 独立 边 集 ,以 8 表示 百 的 端点 集 . 由 于 在 8 内 
的 顶点 数 是 2e 三 2k--2, 存在 两 个 顶点 , a 与 5， 在 G 内 而 不 在 @ _ 
内 .加 的 极 大 性 表明 这 些 顶 点 只 能 与 @ 的 顶点 邻 廊 . 车 存在 如 的 一 
边 , 使 其 端点 之 一 联结 于 a 而 另 一 边 联结 于 5 , 则 应 用 交错 路 方法 
可 知 , 这 将 矛盾 于 允 的 朗 大 性 ( 见 图 145 ). 现在 我 们 考虑 。 的 大 个 
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邻接 顶点; 我 们 已 经 看 到 它们 全 部 属于 @ .让 我 们 把 硬币 放 到 这 
个 顶点 的 每 一 个 上 , 然后 沿 着 五 的 关联 于 对 应 顶点 的 边 , 移动 每 
个 硬币 , 直至 边 的 另 一 端点 . 原 有 的 馈 硬 币 复 次 的 8 个 顶点 , 据 上 
面 的 推理 , 没有 一 个 是 能 邻接 于 5 的， 因此 ， 至 少 有 24 一 2 一 下 一 
£ 一 2 个 5 的 邻 点 能 在 内; 但 5 至 少 邻接 于 个 顶点 ,已 证 明 它们 

全 是 属于 日 的 z 加 

于 是 , 命题 31 得 证 。 

在 命题 31 中 , 车 我 们 以 “ 丛 在 28? 去 替换 “至 少 28?， 则 结果 
可 由 第 四 章 的 命题 14 推出 ( 当 8 工时 》， 由 些 可知，G 内 存在 哈 
密 尔 顿 回路 五; 严 能 分 解 为 两 个 1- 因 子 ， 其 中 每 个 都 满足 命题 31 
的 要 求 . 

偶数 长 的 哈密 尔 顿 回路 的 存在 , 总 能 推出 1- 因子 的 存在 ， 命 
题 26 及 其 推广 表明 : 关于 哈密 尔 顿 回路 存在 的 充分 条 件 ( 第 四 章 
的 问题 34 与 命题 15), 当 我 们 限于 考虑 双 图 时 , 可 以 加 以 放宽 . 

为 解 问题 26, 我 们 以 ev as 与 as 及 b, bs 与 bs 分 别 表示 女孩 
与 男孩 ， 若 每 名 女孩 都 认识 全 体 男孩 ， 则 所 需 的 安排 显然 是 可 能 
的 ， 所 以 , 我 们 假定 a 与 2 不 认识 , 则 人 必 认 识 及 与 8. 对 称 地 ， 
2 也 必 认 识 0 及 as， 若 as 与 as 都 认识 每 名 男孩 ， 如 | ai 个 外接 于 
6, 且 男孩 与 女孩 交错 地 排列 的 任何 安 


排 都 是 合适 的 ， 于 是 ， 我 们 可 以 假定 。 钱包 9 
as: 不 认识 a， 此 有 时, 6s 必 认 识 b 与 ba; 7 
而 bs 认识 a 与 a;，。 于 是 , 所 求 的 安排 z 
妇 gi, bs, as, 5 qa2, 51( 见 图 146)., 2 。, 23 
下 列 问题 26 的 推广 也 可 得 证 : 图 146 


”32， 假 设 双 图 GC4, 8) 无 多 午 边 , 4 与 B 都 含有 m 个 顶点 (m 宇 
2)， 我 们 考虑 4 的 一 一 项 点 与 8 的 一 顶点 -车 它们 不 邻接 , 则 它们 的 


Ta 


此 命题 由 命题 33 的 证 明 而 得 证 ， 那 里 将 表明 若 G(4, 月 是 一 
无 重 边 的 双 图 , 4 与 B 有 相同 的 顶点 数 ， 若 有 相当 多 的 顶点 ， 其 次 数 
A 则 图 中 存在 哈密 尔 顿 回路 . vy 

设 4G(4， Ko 暴 一 万 时 边 购 家 国 , 二 与 个 顶 上 


Po po A A a 
个 甩 需 人 
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我 们 假定 双 图 G=G(4, B) 满足 命题 33 的 条 件 但 G 无 哈密 尔 
顿 回路 . 我们 给 G 联 以 一 些 边 而 得 到 一 个 新 的 无 重 边 的 双 图 0 = 
G (4 DG 无 哈密 尔 顿 回路 ， 但 在 B 上 联 以 任 一 新 边 即 可 得 一 
双 图 G”(4, B), 它 含 有 哈密 尔 顿 回路 . ( 找 出 有 此 性 质 的 图 C' 是 可 
能 的 , 因为 把 4 的 每 一 顶点 与 B 的 每 一 顶点 联结 便 产生 一 个 具有 哈 
密 尔 顿 回路 的 图 . ) 说 图 G' 是 饱和 的 (或 临界 的 ), 若 它 满足 命题 38 
的 条 件 ; 另 一 方面 ,车 G 满足 命题 32 的 要 求 , 则 G' 也 满足 , 因 G' 是 
临界 的 , 可 推出 ， 车 a 属于 4 且 5 属 于 B， 且 4 与 5 在 G' 内 不 邻 
接 , 则 G' 内 有 一 哈密 尔 顿 路 工 , 以 a 与 5 为 端点 . 沿 工 从 a 向 b 走 ， 
依次 将 其 顶点 记 为 
、 G =ao, bi, ai1, DC a=ao 

bn_1; dm-_1; bm ==D. 
(m= 4 有 时 ,网 图 147. ) 共 GG 内 工 
有 边 {a0, 0) 则 边 {5, ay_1) 不 存 
在 , 不然, 就 找到 了 G' 的 一 哈密 
尔 顿 问 路， 即 ， 硕 点 序列 : G0, Dj, 图 147 
7 0, Dyr1s 4419 °°, Om-1s Drm G37. 19 D11, Qj_2, b;_2,，…; Di, qo, 所 以 ,车 6 
的 次 数 是 7, 则 5 的 次 数 至 多 为 m 一 7. 因此 , 若 我 们 考虑 G' 的 两 不 
邻接 顶点 4 与 5, 使 得 a 与 5 分 别 在 4 与 8 内 , 则 
Po) + pp) Sm 
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对 于 G' 及 G 是 成 立 的 .于 是 ,命题 32 得 证 ， 因 为 这 一 关系 矛盾 于 
G 满足 命题 32 的 条 件 这 一 事实 . 

我 们 现在 设 顶 点 a 与 5( 分 别 在 4 与 B 内 ) 是 G' 的 两 不 邻接 的 
顶点 , 使 得 和 (a) 十 9p (9) 为 极 大 . (符号 41 与 5; 的 意义 同上 .) 此 
和 数 至 多 为 m. 因此 , 或 是 a 或 是 5( 例 如 , 是 a， 另 一 情况 , 可 类 似 
地 加 以 论证 ) 的 次 数 不 超 过 m/2, 即 

g(a) =hm/2. 
以 by 表示 a 的 大 个 邻接 顶点 之 一 . 我 们 已 经 看 到 5 不 邻接 于 ayi. 
由 于 9) 十 gp (9) 极 大 ， 
pa + 0) E990) +p(D); 
因此 ， 
p (cj 1) Sp(a) = 有 
于 是 可 证 明 A 的 个 顶点 在 G' 内 的 次 数 不 大 于 大 ”但 这 矛盾 于 关 
于 G' 的 命题 33 的 条 件 . 所 以 ， 我 们 关于 G 无 哈密 尔 顿 回路 的 假设 
是 不 合理 的 . : 

这 就 一 举证 明了 命题 32 与 33. 

现在 我 们 来 解 问题 27. 假定 双 图 G(4, B) 满 足 给 定 的 条 件 . 4 
与 都 是 图 的 独立 顶点 集 . 因此 , B 的 顶点 数 不 小 于 4 的 ， 反 之 也 
一 样 , 即 4 与 含有 相同 个 数 的 顶点 . 但 命题 19 的 条 件 也 被 满足 ， 
所 以 图 有 一 个 覆盖 刀 的 独立 边 集 . 任 一 象 这 样 的 集合 也 禄 盖 4， 得 
到 了 图 的 一 个 1- 因 子 . 

问题 27 之 逆 也 能 证 明 : 假定 双 图 G=G(4，B) 有 1- 因 子 , 设 
妃 是 1- 因 子 的 边 集 . 对 于 图 的 任 一 独立 顶点 集 ,也 的 每 个 顶点 恰 
关联 于 如 的 一 条 边 . 因为 ,对 于 轧 的 任 一 边 ， 至 多 其 端点 之 一 在 了 
中 ,又 因为 没有 互 的 两 边 能 关联 于 同一 个 顶点 , 用 如 的 边 联结 于 万 
的 顶点 的 那些 顶点 的 个 数 等 于 五 的 顶点 数 ， 

所 以 ,证 明了 人 
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， 才 一 个 双 图 有 性 质 : 下 下 让 ~ 独立 顶点 集 了 五， 邻接 于 也 


a er a ep ee et ee TT ee We hepa he pt ag ee ea ee a he He ae get Ta a ea et ee ar We ee et eT er a ee es Pte ha hat dha ha 
mr Py 肘 旭 三 于 挟 且 个 充 大 十 或 二 局 谎 ， 人 同和 代 2 于 
人 人 | Te Te Sa PY 


人 Le ep em J 


对 于 一 个 任意 的 图 ,命题 34 的 第 二 部 分 成 立 ， 因 为 图 是 双 图 
的 性 质 在 前 述 的 推理 中 并 没有 用 到 ， 让 我 们 彻底 改动 这 个 结果 . 
值得 注意 的 是 图 的 那些 顶点 ， 它 们 不 属于 某 个 独立 顶点 集 而 着 盖 
该 图 , 反之 也 然 。， 我 们 假设 图 G 有 1- 因 子 ， 我 们 删 去 任 一 覆盖 顶 
点 集 忆 的 顶点, 以 及 与 它们 关联 的 边 ， 得 到 的 图 Go， 只 含 孤立 顶 
点 , 我 们 有 结论 : G 的 顶点 数 不 多 于 BR 的 顶点 数 . ; 

为 使 我 们 的 命题 更 一 般 , 我 们 以 日 表 示 G 的 顶点 的 任 一 集合 ， 
我 们 删 去 @ 的 顶点 以 及 与 之 关联 的 边 ， 以 记 所 得 图 G' 的 有 奇数 
个 顶点 的 那些 分 支 的 数目 ， 假 定 G 有 1- 因子, 以 加 表示 1- 因 子 的 
边 集 , 车 图 G' 的 分 支 G1 含 奇效 个 顶点 , 则 恕 必 有 一 边 把 Gi 的 一 顶 
点 联结 到 8 的 一 顶点 ， 这 表明 , 若 G 有 1 因子 , 则 天 小于 或 等 于 @ 
的 顶点 数 . / 

上 面 命题 之 逆 也 成 立 ， 证明 是 相当 困难 的 , 从 略 . 

35， 以 人 表示 图 G 的 任 一 顶点 的 集合 ， 删 去 这 些 顶 点 以 及 关 
” 联 玉 它们 的 全部 的 边 ， 在 新 图 中 ， 设 天 是 是 上 有 奇 奇数 个 顶点 的 分 支 
的 数目 ， 若 G 有 巧 因子 , 则 大 小 于 或 等 于 @ 的 顶点 数 ， 反 之 ,车 对 
于 G 的 顶点 的 任 一 集合 @， 相 应 的 放大 小 于 或 等 于 O 的 顶点 数 ， 
则 G 有 1 因子 

附 记 ， 合 题 35 的 可 能 的 兽 去 法 中 , 应 当 考虑 到 “ 堆 运 算 ” 即 
没有 顶点 被 删 去 的 情形 ， 在 此 情形 下 , 也 能 说 9 是 存在 的 , 但 它 是 
空 集 , 即 其 顶点 数 为 零 ， 若 0 是 空 集 ， 则 就 是 原 图 中 的 奇数 顶点 
分 支 的 个 数 . 

注意 : 命题 35 已 被 推广 ,能 给 出 图 中 任意 因子 存在 的 条 件 . 
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本 书 的 下 一 卷 ( 正 筹备 中 ) 将 强调 3- 正 则 图 分 解 为 I- 因 子 的 极 
剖 重 要 性 .由 于 此 问题 与 所 谓 四 色 问 题 有 着 密切 的 联系 , 所 以 ,我 
中 将 色 往 滞 力 集中 于 3- 下， 和 


阳 可 
36， 试 确定 图 148 与 149 是 否 有 1 二 因子， 


团 143 四 国 149 
37， 夯 几 个 有 具有 哈密 尔 顿 回路 的 3- 正 则 图 (例如 ， 图 86 与 
121)， 这 些 图 能 分 解 为 1- 因 子 吗 / 


问 题 
38. 证 作 一 具有 哈密 尔 他 中 的 9 正则 轩 允 分 为 个 
因子 . 
39. 求证 图 150 中 的 图 不 能 分 解 为 3 个 1 因子 ， 
” 49。 求证 ， 若 一 3- 正 则 图 含有 一 桥 , 则 它 不 能 分 解 为 3 个 1- 
关子. 四 


当 我 们 细 罕 练习 36 的 图 时 ， 容 易 发 现 图 的 一 个 1- 因 子 ( 见 图 
151 中 的 粗 线 )。 应 用 命题 35， 我 们 立即 发 现 图 149 的 图 没有 1- 因 
134° 


图 150 图 151 
子 ; 集合 8 由 位 于 中 央 的 单个 项 点 构成 (此 顶点 只 关联 于 桥 )， 此 
时 ,=3. 

练习 37 的 每 一 个 图 都 能 分 解 为 -因子 ， 这 命题 的 证 明 即 问 
题 38 的 所 求 ， 假设 五 是 3- 正 则 图 G 的 一 个 哈密 尔 顿 回路 ， 从 图 
G 删 去 鼠 的 边 即 得 一 个 -因子 ， 这 事实 (或 第 一 章 的 命题 9) 表明 
G 和 互 有 偶数 个 顶点 ， 因 而 鼠 也 有 偶数 条 边 ， 能 把 它 分 解 为 两 个 
1- 因 子 : 当 我 们 沿 瓦 的 边 走 肘 , 每 隔 一 边 的 边 属于 同一 1- 因 子 . 

问题 38 之 逆 通 常 是 不 成 立 的 , 甚至 对 于 连通 图 也 如 此 ， 图 132 
就 表明 这 一 点 (也 可 参看 第 四 章 内 的 图 89). 

为 解 问题 39, 假定 图 150 中 的 图 是 3 个 -因子 的 积 以 ,Fs 及 
表示 这 3 个 1- 因 子 ， 由 于 五 边 形 K(* 界 定 " 图 的 长 为 5 的 回路 ) 
不 能 分 解 为 两 个 1- 因 子 ， 全 部 3 个 因子 必 至 少 有 一 边 在 内， 此 
时 , 3 因子 之 一 , 比如 说 , 恰 有 一 条 边 在 玉 内 ， 以 。 表示 这 条 边 ， 
如 图 152 中 的 粗 线 所 示 ， 下 中 其 它 的 边 不 属于 FF，. 因 为 每 个 顶点 
恰 关 联 于 每 个 因子 的 一 条 边 , 全 部 其 它 如 图 152 的 粗 线 所 示 的 边 ， 
必须 属于 站. 关联 于 项 后 8 的 边 之 一 上 必 人 也 属于 也，， 但 无 论 选 用 三 
边 中 的 哪 一 边 都 将 导致 一 个 质点 关联 于 丙 的 两 条 边 , 这 是 一 个 巴 
盾 ， 因 此 , 问题 39 得 解 , 而 问题 38 表 明 此 图 没有 哈密 尔 顿 回路 、 

为 解 问 题名 , 假定 3- 正 则 图 G 的 边 有 是 桥 , 又 假定 G 能 分 解 为 

* 35 。 


图 152 图 153 

3 个 因子， 我 们 分 头 考虑 3 个 二 因子 ， 选 出 不 含 边 及 的 一 个 
1- 因 子 ， 让 我 们 从 G 删 去 此 1- 因 六 的 边 ， 得 到 的 图 G' 的 每 个 分 
支 是 一 回路 ， 因 此 , 包含 在 的 一 个 回路 中 ,后 者 也 是 G 的 一 个 
回路 , 这 是 一 个 矛盾 (由 第 三 章 的 命题 12)， | 

车 一 个 3- 正 则 图 有 桥 ; 则 它 不 能 分 解 为 3 个 1- 因 子 ， 这 样 的 
一 个 图 可 能 连 一 个 1- 因 子 都 没有 (例如 ， 见 图 149)， 但 在 某 些 情 
况 下 , 也 可 能 有 1 因子 (例如 , 见 图 151)， 我 们 已 经 发 现 图 150 中 
的 图 虽然 无 桥 , 也 不 能 分 解 为 3 个 1- 因子 , 但 却 有 1- 因 子 ( 见 图 153， 
其 中 粗 线 表 明 可 能 的 1- 因 子 之 一 )， 央 此 , 无 桥 的 3- 正 则 图 或 许 不 
能 被 分 解 为 3 个 1- 因 子 , 但 下 面 证 明 , 它 总 有 1- 因 子 : 

41， 无 桥 的 3- 正 则 图 必 有 1 因子 . 

对 于 3- 正 则 图 G, 可 以 证 明 , 无 桥 就 表明 命题 35 的 第 二 部 分 的 
条 件 ( 包 括 附 记 ) 得 到 满足 ， 即 命题 35 可 以 推出 命题 41. 

可 以 假定 G 是 连通 的 , 否则 , 可 以 分 头 对 每 个 分 支 进行 审查 . 
以 Q 表 示 连 通 图 G 的 顶点 的 任 一 集合 ， 我 们 山 去 旭 的 顶点 以 及 关 
联 于 它们 的 边 , 以 G' 记 所 得 的 图 ， 设 大 是 G 中 有 六 j 数 个 顶点 的 分 
支 的 个 数 . 

车 Q@ 是 空 的 , 则 k=0, 因为 G 是 连通 的 ,第 一 章 全 题 9 直 明 G 
有 侦 数 个 顶点 ， 我 们 假定 外 不 空 ,以 KX 表示 具有 末 数 个 顶点 的 人 
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的 一 个 分 支 ， 我 们 从 下 构造 一 新 图 Ki 如下， 我 们 并 成 G 的 全 部 
这 样 的 边 , 它们 关联 于 下 的 一 个 顶点 , 又 关联 于 不 在 天 中 的 一 个 顶 
点 ( 即 在 @ 中 )， 我 们 把 它们 添加 到 到 上 去 ， 我 们 把 这 些 关联 于 @ 
的 一 个 顶点 的 边 金 联结 到 一 顶点 p 上， 得 到 了 一 个 新 图 下 ,， 下 是 
它 的 一 个 子 图 ， 7 的 次 数 必 为 奇数 ( 见 第 一 章 的 命题 9)， 因为 KI 
在 到 中 有 奇数 个 顶点 , 其 中 每 个 顶点 的 次 数 为 3， 若 2p 的 次 数 是 1， 
则 在 G 中 存在 一 桥 ， 所 以 

2 (27) 二 3, 
因此 , G 中 这 种 边 的 条 数 至 少 为 3k， 它们 把 8@ 联结 于 C 的 顶点 数 
为 一 奇数 的 分 支 ，9 的 每 个 顶点 的 次 数 为 3， 所 以 , 它们 至 多 能 关 
联 于 3 条 边 ， 因 此 ，9Q 至 少 含有 
& 个 顶点 . 

因此 G 满足 命题 35 的 第 二 
部 分 的 条 件 , G 有 一 个 1- 因 子 .于 
是 ， 证 得 了 命题 41 可 由 命题 35 
推出 . 

以 Cs 表示 图 149 中 的 3- 正 
则 图 。 图 154 中 的 5- 正 则 图 Gs 是 
用 一 相似 的 方式 构造 出 来 的 ，7- 
正则 图 G,, 9- 正 则 图 Gs 等 等 ， 容 图 154 
易 类 似 地 举 出 (一 般 地 , Gs 中 的 2 重 边 将 成 为 G,; ,1 中 的 上 重 边 ， 
而 Gs 中 的 3 重 边 将 成 为 Go ,1 中 的 十 1 重 边 . ) 我 们 将 证 明 这 些 
图 中 没有 一 个 作为 一 个 真子 图 的 一 个 因子 ， 因 些 ， 将 证 明 他 们 也 
没有 1- 因子 . : 

我 们 假定 图 Gsi ,1 是 不 止 一 个 因子 的 积 ， 我 们 把 一 个 特定 的 
分 解 的 因子 分 为 两 组 , 并 构成 同一 组 中 因子 的 积 ， 所 以 ，G,,,, 从 
能 分 解 为 两 个 因子 , 比如 说 页 与 机， 由 于 两 个 因子 的 次 数 和 是 2 

可 9 7 9? 


十 1( 即 奇数 ), 因子 之 一 ， 如 ,有 个 次 数 ， 命 题 13 表 上 明 , 能 分 解 
为 2- 因 子 , 即 Gys ,1 的 每 个 顶点 必 含 于 图 的 一 个 回路 内 ， 但 在 中 央 
的 顶点 只 与 桥 关联 , 不 能 含 于 任 一 回路 , 这 是 一 个 矛盾 、 

若 图 含有 两 个 顶点 及 关联 于 它们 单个 的 边 ( 它 不 是 环 )， 则 它 
的 真子 图 中 没有 一 个 是 因子 ， 因 此 , 我 们 有 : 

42。 对 于 任 一 正 奇 整数 ,存在 一 个 -正则 图 ,具有 性质 其 

”对 无 限 图 可 以 证 明 下 列 命 题 ， 顶 点 数 为 无 穷 的 完全 图 能 分 解 

为 1- 因 子 的 积 ， 只 要 顶点 的 共同 次 数 是 有 限 的 , 命题 13 与 18 对 无 
限 正则 图 成 立 . 


练 习 

43. 安排 美洲 6 个 队 间 的 循环 赛 ， 使 赛 局 分 5 组 进行 比赛 

44， 把 图 123 分 解 为 1- 因 子 . 

45. .把 图 128 分 解 为 2 个 因子 . 

46， 把 具有 7 个 顶点 的 完全 图 分 解 为 3 个 2- 因 子 . 

47， 求 证 ， 在 一 个 具有 5 个 顶点 的 完全 图 中 ， 删 去 其 仁 … 双 
图 子 图 的 边 后 , 我 们 将 得 到 一 个 图 , 它 不 是 双 图 . 

48， 在 图 155 与 156 的 图 中 有 1- 因 子 吗 ; 
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图 156 


口 是 
49， 求 证 ， 任 一 具有 侦 数 条 边 的 24- 正 则 连通 图 , 可 分 解 为 两 
个 如 因子 (4 宇 1). 
50， 求 证 : 个 克拉 图 (参看 第 三 章 命题 7 后 的 定义 ) 不 含 
桥 . : 
51， 求 证 ， 任 一 连通 正则 图 的 每 个 奇 -因子 包含 图 的 全 部 的 
桥 
”52， 一 个 连通 正则 图 含有 若干 座 桥 ， 求 证 以 任 一 方式 把 它 分 
解 为 因子 时 , 都 至 多 能 有 一 个 奇 - 因 子 . 
53， 连 通 正则 图 的 一 个 顶点 联结 着 座 桥 ， 求 证 图 的 任 一 
琳 - 因 子 的 次 数 至 少 为 有 . 
54， 一 个 奇 次 连通 正则 图 有 一 个 仅 关 联 桥 于 的 顶点 ， 求 证 : 
” 它 的 真子 图 中 没有 一 个 是 因子 . : 
55， 求 证 ， 连 通 双 图 G(4, B) 唯 一 地 确定 两 个 集合 4 与 吾 ( 交 
换 集 合 4 与 下 不 认为 是 不 同 的 情形 )， 
56， 一 个 “网 ”由 珍珠 及 连接 它们 的 线 组 成 ， 珍 珠 排 成 4 行 
ee 了 39 。 


纪 列 ( 见 图 157, 其 中 %=5 与 m= 二 
6)， 试 确定 m 与 的 值 使 当 制 除 
某 几 段 线 后 “网 ?就 成 为 项 链 . 

57. 试 确定 能 否 存 在 一 个 无 
孤立 顶点 的 双 图 ， 使 得 除 -一 个 顶 
点 外 ， 共 余 的 顶点 都 有 相同 的 次 
数 ， 旦 此 唯一 相 异 的 顶点 的 次 数 
小 于 其 余 顶 点 的 公共 次 数 ， 图 157 

58， 求 证 具有 2"( 对 于 一 切 %) 个 顶点 的 完全 图 内 存在 % 个 双 
图 子 图 , 使 得 完全 图 的 每 一 边 含 于 子 图 之 一 中 . 

59， 求 证 ， 有 42 个 顶点 , 无 重 边 的 22- 正 则 双 图 总 能 被 分 解 
为 % 个 连通 的 2- 因 子 ( 即 分 解 为 哈密 尔 顿 回路 ). 

60， 从 64 格 棋盘 上 选 出 16 格 , 使 每 行 每 列 含有 其 中 的 2 格 . 求 


. 十 可 以 把 16 个 棋子 (8 个 白 的 与 8 个 黑 的 ) 放 置 到 所 选 的 方 格 上 上, 


使 每 行 每 列 都 恰 有 一 个 白 的 与 一 个 黑 的 棋子 ， : 

61， 求 证 ， 一 个 次 数 至 少 为 2 的 连通 正则 双 图 不 含 桥 . 

62. 个 学 校 的 学 生 参 加 % 个 不 同 主题 的 一 次 校 际 竞赛 ， 对 
于 每 个 主题 ， 每 个 学 校 恰 有 一 名 学 生来 代表 ， 求 证 ， 对 任 一 整数 
6(1 坊 k 夸 #), 可 以 作出 安排 , 使 每 个 学 校 与 每 个 主题 将 恰 有 大 名 学 
生来 代表 . 

63. .2 名 绅士 与 3 名 女士 参加 一 个 舞会 ， 其 中 每 位 女士 认识 
半数 以 上 的 绅士 , 每 位 绅士 也 认识 过 半 的 女士 (假定 认识 是 相互 
”的 . ?求证 作出 这 样 的 安排 是 可 能 的 ， 使 他 们 全 体 在 第 一 次 成 对 的 
跳舞 中 每 一 对 舞伴 是 相互 认识 的 . 

64， 求 证， 洲 一 个 双 图 有 个 顶点 ,无 孤立 顶点 , 则 

bemnax Cemin =%, 

65， 双 图 G(4，B) 无 重 边 ， 在 4 中 与 在 8B 中 都 有 如 个 顶点 
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(9 人 2)。 求 证: 关闭 至 少 有 有 m(mrm 一 1) 十 2 条 边 , 则 它 有 了 蛤 窗 尔 顿 回 
路 ， 

66. 在 有 和 名 女孩 与 双 名 男孩 参加 的 一 次 集会 上 其 中 每 名 
女孩 认识 半 效 以 上 的 男孩 , 而 每 名 男孩 认识 过 半 的 女孩 (假定 认识 
是 相互 的 )， 求 证 : 他 们 可 围 成 一 图 使 每 名 男 护 在 他 所 认识 的 两 
女孩 中 间 , 而 每 名 女孩 在 她 所 认识 的 两 男孩 


二 -- .一 一 
Tr- i 
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第 六 章 ” 极 值 、 极 图 


我 们 回 到 第 一 章 的 命题 16( 以 下 缩写 为 1. 16， 其 余 的 命题 仿 
此 ), 考虑 下 述 问题 ， 试 确定 的 最 小 值 ， 使 对 于 任 一 具有 % 个 顶 
点 的 简单 图 , 或 者 图 , 或 者 它 的 补 图 包含 一 个 三 角形 ， 命 题 1. 16 及 
1. 29 表 明 所 求 的 数 为 6。 因此 , 具有 性 质 : 使 图 与 它 的 补 图 均 不 含 
三 角形 并 有 极 大 顶点 数 的 简单 图 有 5 个 顶点 ， 具 有 这 种 性 质 并 有 
尽 可 能 多 的 顶点 的 简单 图 , 叫 作 ( 给 定 问题 的 ) 极 图 ; 例如 , 五 边 形 
是 一 极 图 
车 图 中 每 个 顶点 的 次 数 足够 大 ， 则 图 包含 一 回路 ， 具 有 下 述 
性 质 的 最 小 正 整 数 f 的 值 是 多 少 ， 才 能 使 图 中 每 个 顶点 的 次 数 至 
少 为 了 便 是 以 保证 该 图 含有 回路 据 命题 1. 23, f = 2, 因为 存在 无 
“回路 的 图 , 使 最 小 次 数 为 1， 没 有 孤立 顶点 的 林 ， 这 些 林 就 是 此 问 
题 的 极 图 . / 
回路 的 存在 ， 还 可 以 由 边 数 的 充分 大 来 保证 ， 若 具有 个 顶 
点 的 图 至 少 含有 条 边 , 则 图 总 含有 一 回路 ， 极 图 是 树 ( 见 2.4 与 
2.5) 
”车 只 考虑 奇数 长 的 回路 ， 则 须 考虑 独立 顶点 数 的 最 小 值 以 兰 
换 边 数 的 最 大 值 ， 若 我 们 考虑 一 个 双 图 的 顶点 的 两 个 集合 ， 将 发 
现 此 两 集 之 一 中 的 顶点 数 大 于 或 等 于 另 一 集 的 顶点 数 ， 因 此 ， 对 


于 任 一 双 图 , ions=a/ 或 若是 奇数 时 ，ipasx>2 上 1 现 现在 就 
来 介绍 统一 表达 此 关系 的 方法 . 
对 于 任 一 实数 z 以- 


[zj 
9 142 。 


记 z 的 整数 部 分 , 就 是 不 大 于 它 的 最 大 整数 . 例如 ,[ 一 3.84j= 一 汉 
[2.7j 二 2; 对 于 任 一 整数 〖, [= 二 ,而 

有 

过 上- 3 寿 K 是 偶数 ， 


2 
=, 若是 奇数 . 

应 用 这 一 新 记 法 , 我 们 可 以 说 ， 对 于 任 一 具有 % 个 顶点 的 双 
图 ， 


. ~ nl 
oo 


因此 , 对 于 一 个 图 , 数 ivmsx 是 小 的 ， 即 对 于 一 个 具有 % 个 顶点 的 
图 , 它 小 于 [ (rn 十 1) /2], 那 么 图 不 能 是 双 图 . 在 此 情况 下 , 据 5. 15, 它 
含有 一 奇数 长 的 回路 . 所 以 , 如 果 我 们 上 只 关心 一 个 图 中 奇数 长 回路 
的 存在 性 , 则 具有 ?个 顶点 的 极 图 是 , 例如 , 那么 一 些 双 图 C(4, B)， 
其 中 ，4 的 每 个 顶点 邻接 于 B 的 每 个 顶点 , 且 4 有 [ (nx 十 1)/2J 个 
顶点 . | / 
本 章 讨论 象 这 样 的 极 值 问 题 .在 前 儿 章 中 , 已 有 约 30 个 极 值 
辐 题 , 例如 2. 13, 2. 14,4.13,4.14,4.35,5. 31,5.65， 考虑 这 些 间 
题 的 极 图 是 值得 的 . 

图 论 包 括 许多 其 它 的 极 值 问 题 ， 这 里 给 出 其 中 有 不 同 特点 的 
一 些 问 题 . 我 们 可 以 举 出 , 比如 , 第 二 章 中 的 建造 一 无 回路 网 络 的 
经 济 的 方法 , 或 第 五 章 中 的 寻求 双 图 的 一 个 极 大 独立 边 集 的 问题 . 
还 有 一 些 极 值 问题 将 在 本 书 的 下 一 卷 ( 正 筹备 出 版 中 ) 中 提出 . 


组 合 
下 面 我 们 讨论 组 合 论 的 一 些 概 念 , 现在 让 我 们 来 熟悉 它们 的 性 质 
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练 习 
1， 试 确定 由 数码 2, 7， 8 组 成 的 所 有 的 三 位 数 
2， 斌 确定 含有 两 个 数码 9 与 三 个 数码 4 的 5 位 数 风 个 数 。 
3。， 从 5 名 学 生 中 选 出 2 名 , 有 多 少 种 侈 法 ? 


练习 1 可 表达 为 : 按 不 同 的 硕 序 写 出 三 个 给 定 的 数码 , 有 元 少 写法 ?车 数 
码 2 已 写 出 , 则 数码 7 可 置 于 两 不 周 的 位 置 ， 放 在 它 之 前 或 之 后 ， 数 码 8 则 
有 三 种 可 能 的 位 置 ， 前 面 ,后 面 或 两 数 之 间 ， 因 此 ， 练 习 1 的 解 为 下 列 的 6 
个 数 ， 


872 827 
782 287 
728 278, 


一 些 数 或 对 象 , 或 更 一 般 的 “元素” 的 可 能 的 磊 序 ， 员 做 它们 的 排列 ，P，、 
表示 nn 个 元 素 的 排列 的 个 数 . 我 们 能 从 练习 1 的 解 看 出 Pi=1, P, 二 1X2=? 
及 Ps 一 1X2X3 二 6， 显 然 , 每 个 3 元素 的 排列 ， 可 因 于 基 处 添上 第 四 个 元 素 
而 成 为 4 个 4 元 素 的 排列 ， 因 此 , P=1X2X3X4, 而 归纳 地 , 对 于 % 元 素 我 
们 有 

PP,=1X2X3X.:Xn. 
积 1X2X3X.…Xn 常 写作 nn!1( 念 作 “n 阶 葬 ”), 所 以 ， 

和 41 元 烷 的 排列 数 是 P, 一 nl. 

现在 我 们 来 考 嵌 练习 ?的 5 位 数 ， 车 暂时 地 把 两 个 数码 9 与 三 个 数码 
4 看 成 是 不 同 的 5 个 数 ， 且 按 所 有 可 能 的 顺序 写 出 两 个 (不 同 的 ) 数 码 9 与 三 
个 (不 同 的 ) 数 码 4， 也 就 得 到 了 5 个 不 同 数字 的 全 部 可 能 的 顺序 ， 因 此 ， 若 
练习 2 中 5 位 数 的 个 数 是 z, 则 有 
P,XPXz7z=P,, [= 
由 此 推 得 | 


一 般 地 , 洁 有 7 类 元 素 , 元 素 个 数 总 计 为 ns， 使 得 以 8 72 0 分 别 为 
第 1 第 2 …, 第 二 类 的 元 素 个 数 ， 即 ， 凤 十 za 十 … 十 加 一 2 别 这 些 元 素 的 可 
能 的 不 同 晤 应 电 作 奈 元 素 的 重复 排列 ， 其 个 数 为 Paowayar 显然 ，Pab1 
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一 局。 我 们 的 练习 2 的 解 , 可 以 看 出 是 十 分 一 般 的 ， 因 此 , 得 到 下 列 关 系 式 : 
P,, XP,,X* XP XP m=P,, 
由 此 , 应 用 命题 全 又 导出 
3。% 元 聚 的 重复 排列 数 为 


| 
Pi na nr Lk 
和 一 


以 ql，4z，…，4s 记 练 习 3 中 的 学 
人 生 . 图 158 的 表 的 每 一 行 对 应 于 从 他 
们 中 选派 两 名 学 生 的 一 种 可 能 的 方法 : 
“十 号 表示 对 应 的 学 生 被 选中 一 ”号 
则 表示 落选 ， 由 此 能 表 出 全 部 可 能 的 
选派 法 .因此 , 所 求 的 可 能 的 选派 法 的 
数目 就 每 于 两 类 ( 即 “ 十 ”与 “一 分 的 5 
元 素 的 可 能 的 不 同 顺序 数 , 若 在 第 一 类 
与 第 二 类 中 分 别 有 两 个 与 三 个 恒 同 的 元 素 . 
因此 , 所 求 的 数目 为 Ps 一 10. 
-一般 地 ， 从 于 元 素 的 一 个 总 体 中 选取 上 个 元 素 的 任 一 方法 (不管 元 素 
的 题 序 ), 叫做 一 个 元 泰 的 -组 合 ， 俯 O04 表示 这 些 组 合 的 数目 ， 
图 158 所 示 的 选取 原理 可 一 般 地 表 出 ， 由 此 


上 一 ts- 3 
CC 了 


约 去 (sn 一 如 1, 我 们 得 到 


n(nR—m1) (3 一 2) (3 一 st 
1 X2X .XE 


其 分 子 与 分 母 都 是 天 个 因子 的 积 ， 洛 记 为 
(7) ( 念 作 “% 下 有”) 


因此 , 我 们 有 下 列 命题 : | 
6，n 元 素 的 -组 合 数 是 二 、 


状 
4 的， 
练习 2 与 3 的 结果 相同 的 事实 并 非 偶然 它们 都 等 于 Pis， 若 -一 完全 
图 的 5 个 顶点 对 应 于 练习 3 的 学 生 ， 则 图 的 边 夫 示 可 能 的 学 生 对 变换 一 
四 。TA5 。 


下 , 把 完全 图 的 顶点 解 释 为 数位 ， 图 的 一 条 边 对 应 于 作为 其 两 端的 两 个 项 目 
的 数位 , 此 两 数位 , 在 所 讨论 的 5 位 数 中 , 放置 两 个 数码 “9”， 于 是 , 练习 2 与 
3 的 答案 就 都 是 一 个 具有 5 个 顶点 的 完全 图 的 边 数 . 

具有 % 个 项 点 的 完全 图 的 边 数 显然 等 于 从 % 个 顶点 中 选取 两 个 顶点 (为 


相应 的 边 所 联结 ) 的 不 同 选 法 的 数目 ， 此 数 且 即 % 元 素 的 2- 组合 数 ， 按 照 
1. 11, 即 i - 


n\n D, : 
2/ 2. 


| 练 习  : 
(0 
二 证人) 人) = 人 (小 


练习 7 中 等 式 的 两 边 都 等 于 


21 ， 
kl (nm—E)! 


这 也 能 据 组 合 上 的 考虑 而 得 证 : 从 % 元 素 取 此 元 素 的 选 法 数 与 取 后 剩 下 


2 一 下 元 素 的 选 法 数 相同 , 所 以 
OS= Ca 四 
据 命题 6, 即 得 所 求证 的 等 式 . 


练习 7 中 等 式 的 左边 , 当下 一 0 时 无 意义 而 在 右边 我 们 有 ( 。) 1 因而 


约定 ( 0)=1 由 此 ， 0! 二 1 是 有 用 的 ， 也 可 按照 ( 8 ) 的 定义 因为 ， 从 4% 元素 


取 14 个 元 素 的 选 法 丛 为 一 种 , 即 不 取 任 何 元 素 . 
此 外 的 定义 
RN RR—m1) (一 2) (一 有 十 1 
E ei! 


可 独立 于 供 助 组 合 考 虑 的 原 有 定义 ; 比如 , 允许 % 是 任意 实数 ， 不 过 , 以 下 我 
了 46。 


们 总 假定 = 与 是 非 负 整数 ， 若 4> mW 则 ( ”) 0， 因为， 分 子 中 有 一 因子 
为 办 


4 


约定 ( 0 ) 一 ! 后 , 直接 表明 练习 8 的 等 式 当 有 一 0 时 成 立 ， 因 为 


入 多 7 十 
- 一 1 二 -多 二 . 
(Da 
者 8>>0, 则 考虑 所 求证 等 式 的 左边 的 公分 母 并 找 分 子 的 公 因 子 , 有 
n(n— 1)... 名 一 下 十 ]) n(no1) (用 一 天 二 1) nk) 
Ek! (E+1)! 


Rn) (nki+1) (K+1) 十 和 (和 一 1) (和 一 下 十 1) (n—E) 加 
本 (K+ 1)! 


外 ( 各 一 1) (not 二 1) (k++ 1 nk) (十 和 2 一 1 人 (一 天 十 ] 


(有 十 17)1 (K+ 1)! 


Rn 十 1 
(小 


于 是 , 等 式 得 证 ， 


现在 我 们 回 到 本 意 原 先 的 问题 ， 以 a(3, 3) 表 示 具 有 下 述 性 质 
的 最 小 整数 : 对 于 任 一 至 少 有 za(3, 3) 个 顶点 的 简单 图 , 或 者 该 图 ， 
或 者 它 的 补 图 含有 三 角形 ， 我 们 已 发 现 4(3, 3) =6。 问题 的 一 个 
直接 的 推广 是 以 完全 图 去 替换 三 角形 ， 稍 后 ( 见 命题 22) 我 们 将 证 
明 对 于 任意 的 正 整 数 m 与 6, 存在 一 个 数 使 得 对 于 顶点 数 等 于 此 数 
的 任 一 简单 图 , 或 者 该 图 包含 一 个 有 rw 个 顶点 的 完全 图 ,或 者 它 的 
补 图 包含 一 个 有 上 个 顶点 的 完全 图 ， 因 此 , 我 们 有 拉 姆 含 (Ram- 
sey) 数 ,nCm,), 它 具有 下 列 性 质 : 

(1) n(m, £) 是 具有 下 述 性 质 的 最 小 整数 ， 对 于 任 一 至 少 有 
n(m, ) 个 顶点 的 简单 图 ,或 者 该 图 包含 有 mn 个 顶点 的 完全 图 ,或 者 
它 的 补 图 包含 有 个 顶点 的 完全 图 ， 具 有 nCm, 甩 一 1 个 顶点 的 简 
单 图 是 极 图 , 它们 有 性 质 : 该 图 既 不 含有 m 个 顶点 的 完全 图 ， 它 的 
补 图 也 不 含有 个 顶点 的 完全 图 ， 

» 147s 


数 2%(m， 妈 的 准确 值 仅 对 几 个 数 对 (mm，1 是 已 知 的 ， 例 如 ， 
n(3, 3) 二 6, 县 五 边 形 是 一 极 图 ( 见 问 题 4)， 对 于 一 已 给 的 数 对 m 
与 %， 往 往 只 是 成 功 地 确定 n(m， 从 的 下 界 与 上 界 ， 即 分 别 地 确 
定 不 大 于 与 不 小 于 a(m， 办 的 那些 数 ， 我 们 将 局 限于 讨论 这 些 问 
题 . 

图 G 的 个 顶点 构成 顶点 的 一 个 集合 P， 车 P 在 G 的 补 图 中 
导出 个 顶点 的 完全 图 , 则 P 了 是 G 的 一 个 独立 顶点 集 , 即 ， 此 时 G 
有 上 个 独立 的 顶点 ， 因 此 , 我 们 也 能 说 

(2) nn(m, 说 是 具有 下 述 性 质 的 最 小 整数 , 任 一 至 少 具 有 nn(m， 
已 个 顶点 的 简单 图 , 或 者 包含 有 知 个 顶点 的 完全 图 , 或 者 含有 上 个 
独立 顶点 ， 具 有 rn(m,) 一 1 个 顶点 的 简单 图 是 极 图 ， 它 不 包含 具 
有 名 个 顶点 的 完全 图 , 且 对 于 它 , ivmsx 过 

任 一 具有 大 个 顶点 的 简单 图 与 它 的 补 图 一 起 ， 可 以 这 样 来 描 
述 ， 我 们 在 G 上 添加 一 定数 目的 边 而 得 到 一 个 具有 个 顶点 的 完 
全 图 ,给 此 完全 图 的 边 染 上 色 , 使 G 的 边 有 红色 ， 它 的 补 图 的 边 为 = 
蓝 色 ， 此 图 也 叫做 一 个 具有 ni 个 顶点 的 红 - 蓝 完全 图 ， 其 中 ,G 是 
红 的 , 而 它 的 补 图 是 蓝 的 . 

于 是 (1) 与 (2) 也 等 价 于 : 

(3) 2 (mm， 妈 是 具有 下 述 性 质 的 最 小 整数 ， 任 一 至 少 具 有 
(m, 个 顶点 的 红 - 蓝 完全 图 , 或 者 包含 一 有 m 个 顶点 的 红 完全 图 ， 
或 者 包含 一 有 上 个 顶点 的 蓝 完全 图 ， 具 有 n(m, 如 ) 一 1 个 顶点 的 红 
- 蓝 完 全 图 是 极 图 ， 它们 既 不 包含 有 吕 个 顶点 的 红 完 全 图 , 也 不 包 
含有 个 顶点 的 蓝 完全 图 . : 

”利用 两 种 颜色 的 互相 替换 , 我 们 得 到 下 列 等 式 ， 

9%， 对 于 任意 的 自然 数 双 及 大, 有 2 本 =n(%k,m). 

因为 仅 有 一 个 顶点 的 完全 图 是 没有 边 的 ， 显 然 可 以 把 它 的 边 
说 成 全 是 蓝 的 ， 或 全 是 红 的 .因此 ，#(1 及 =1， 有 具有 两 个 顶点 
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的 完全 图 只 有 1 条 边 ; 因此 ， 若 它 不 包含 具有 两 个 顶点 的 红 完 全 
图 , 则 它 的 边 全 是 蓝 的 ， 所 以 ,n(2, 有 ) =， 把 这 些 结果 与 命题 9 祝 
比较 , 我 们 得 出 下 列 命题 : 
10， 对 任意 的 自然 数 吉 与 上 ,有 
n(l1,£) =n(m,1)=1;n(2, EF) =£ RR nm,2)=m. 


练 “ 习 


11， 图 159 的 图 中 含有 三 角形 吗 ? 试 确定 该 图 的 ivasx 值 
12， 试 用 上 一 练习 题 的 答案 找 出 z(3, 4) 的 一 个 最 高 下 界 ， 


器 题 
13， 天 于 某 一 天 在 一 图 书馆 内 的 人 有 下 列 事实 : 
(a) 在 任 8 名 访问 者 中 , 必 有 两 人 在 图 书馆 内 互相 见 了 面 . 
(5) 让 两 人 都 见 到 过 第 三 者 , 则 此 两 人 不 普 在 图 书馆 见面 . 
求 亚 : 痢 天 在 图 书馆 内 没有 一 人 绝 见 到 多 于 7 和信 .， 
14. 定义 具有 3 一 1 个 顶点 的 简单 图 (对 任 自 然 数 龙 ) 及 ,如 
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下 , 设 于 的 顶点 分 布 在 一 圆周 上 ， 作 为 正 (384 一 蕊 边 形 的 顶 氮 (一 
个 正 2 边 形 是 圆 的 一 直径 )， 当 且 仅 当 它们 间 的 距离 大 于 圆 内 接 
正三 角形 的 边 长 时 囊 ; 的 两 项 后 是 邻接 的 求证 没有 一 个 这 样 的 
图 含有 三 角形 ，H; 的 ivmax 值 等 于 £. 

15。 试 用 上 一 问题 中 五 ;的 考 质 确定 1(3,) 的 一 个 下 界 . 

16， 求 证 : 1(3, 4) 二 9. 


为 解 练习 11, 我 们 注意 , 任 一 顶点 的 邻接 点 构成 一 个 独立 顶点 
集 ， 因 此 , 图 不 含 三 角形 ， 每 个 顶点 不 邻接 于 另外 4 个 顶点 , 而 在 
此 4 顶点 中 又 有 两 对 顶点 是 邻接 的 。 所 以 ， 此 图 的 ivmsx 的 值 是 
3. 

在 图 159 上 有 8 个 顶点 的 图 既 没有 三 角形 也 没有 4 独立 顶点 
的 集 ; 因此 , 对 练习 12,2(3, 4) 宇 9. 

“在 问题 13 所 指 的 那些 人 中 间 ， 若 有 人 见 到 其 余 的 8 人 ， 则 气 
(9) ,此 8 人 中 有 两 人 也 互相 见 过 面 ; 但 此 关系 矛盾 于 (5)， 由 此 ， 
在 那天 , 没有 人 能 在 图 书馆 内 见 到 多 于 7 人 . 

同样 的 推理 可 以 用 来 推广 问题 13 ,分别 以 到 与 8 十 1 替换 7 与 
8， 若 一 个 图 的 顶点 对 应 于 人 , 两 顶点 邻接 当 且 仅 当 对 应 的 人 互相 
见 直面 ， 所 得 的 简单 图 有 下 列 两 性 质 ， 据 (a)，G 中 无 + 十 1 个 独 
立 顶 点 , 即 对 于 G, ivmsx 三 成立， 又 据 (5), G 不 含 三 角形 ， 我 们 
必须 证 明 G 中 无 次 数 大 于 天 的 顶点， 因为 G 不 含 三 角形 , G 的 任 
一 顶点 所 邻接 的 顶点 构成 一 独立 点 集 ( 也 可 参看 练习 11 的 解 ), 所 
以 同一 推理 表明 , G 中 不 能 有 次 数 大 于 ivasx 的 顶点 . 

于 是 , 得 到 下 列 命题 , 以 后 将 经 常 使 用 它 : 

Pp) ELIvV. 

让 我 们 考虑 问题 14 的 图 ， 五 , 是 联结 两 顶点 的 一 条 边 , 五 ,是 
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五 边 形 ( 见 图 16 中 左 侧 的 图 )， 五 ; 如 图 159 所 示 .。 以 妈 表 示 圆 天 
的 内 接 正 三 角形 的 边 长 ， 著 玉 中 一 续 其 长 大 于 轧 则 对 应 的 弧 长 大 
于 圆周 的 三 分 之 一 ， 因 此 ， 五 内 的 任何 三 角形 至 少 含有 一 边 其 长 
不 大 于 所 以 ,没有 图 HH; 含有 三 角形 ， 

设 

Qi, G2, ***, ar-1 Oar — G1 

是 豆 的 顶点 ， 按 此 顺序 置 于 贺 周 上， 图 的 对 称 性 表明 , 每 个 顶 
点 出 现 于 一 个 合适 的 极 大 独立 顶点 集中 ， 一 个 含有 顶点 ai 的 极 大 
独立 顶点 集中 有 多 少 个 顶点 ? 邓 容易 蛤 证， 顶 抬 4x41， Ge42s , 02 邻 
接 于 a (对 于 =3 参看 图 159)， 因 此 ， 下 列 顶 点 不 与 o 邻接 : 

> C2， Ca tps 

Gorr1y Gorr2y 2 人 3 

同一 行 的 顶点 是 独立 的 ， 同 一 列 的 一 对 顶点 是 邻接 的 ， 因 为 
它们 之 间 的 距离 都 等 于 ai 与 axx 间 的 距离 ， 所 以 , 顶点 a1, gz …。 
qs 构成 责 * 的 一 极 大 独立 顶点 集 , 从 而 ,对 于 召 w 有 ip 一 

我 们 已 经 发 现 具有 35 一 上 个 顶点 的 图 豆 * 既 不 含 具有 3 个 顶 
点 的 完全 图 , 也 不 含 (4 十 1) 独 立 顶 点 集 ， 因 此 , n(3, 6 十 1) 宇 3k. 车 
我 们 以 一 1 替换 b, 问题 15 即 得 解 : 

18。， 对 任 一 自然 数 太 有 

z n(3, £) 二 3(£—1). 
”于 是 ,对 于 问题 16, 我 们 只 需 证 明 ， 任 一 具有 9 个 顶点 的 红 - 
蓝 完全 图 含有 一 红 三 角形 或 一 个 4 顶点 的 蓝 完全 图 ， 以 也 表 示 一 
个 9 顶点 的 红 - 蓝 完全 图 ， 2 是 下 的 一 顶点 交际 于 2 的 全 部 的 
8 条 边 , 有 蓝 的 , 也 有 红 的 ， 其 中 至 少 有 4 条 二 同色 的 ， 不 妨 假定 
此 共同 的 颜色 是 红色 ( 见 命题 9)， 设 7' 是 了 的 子 图 ,, 由 此 4 红 边 
的 异 于 了 的 端点 所 导出 ， 车 中 有 红 边 , 则 有 一 以 了 为 顶点 的 红 三 
角形 ， 又 车 人 的 金 部 的 边 是 蓝 的 , 则 它 恰 是 一 个 含 于 TJ 中 的 4 顶 
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点 的 蓝 完 全 图 ， 于 是 , 问题 16 得 解 

现在 , 我 们 考虑 三 个 8 顶点 的 图 ， 如 图 160 所 示 。 可 以 发 现 ， 
Gs 与 Gs 是 分 别 从 Gi 添 1 与 2 条 边 得 来 的 . 可 以 证 明 Gs 辣 构 于 
图 159 中 的 图 ， 但 也 能 直接 地 证 明 Gs 不 含 三 角形 ， 因 而 , G1 与 6， 
也 如 此 ， 能 保证 Gi 不 含 4 独立 顶点 集 ; 因此 , G2 与 Gs 也 如 此 . 国 
此 ， 爹 部 此 三 图 有 n(3, 4) 一 1=8 个 顶点 ， 都 是 极 图 , 还 可 以 证 明 不 
存在 别 的 极 图 证 明 较 长 , 从 略 ， 


图 160. i i 
现在 , 我 们 来 证 明 数 .2(m， 有 人 是 存在 的 .我 们 已 经 知道 n(3， 
4) = =- 9, (2, 4) = 二 4 及 n(3, 3) = 二 6. 因此 ， 
n(3,4)<n(2, 4) +n(3, 3). 
我 们 来 证 明 有 如 下 列 两 命题 所 述 的 此 不 等 式 的 推广 
19. 贰 数 n(m 一 有 及 nCm, 一 1) 存在 , 则 om 如 也 存在 ， 


且 
1) En(m—1, k) +n(Cm, £—1). 

20. 车 (ml, 大 二 22 及 2011 一 1) 二 2g -是 -2 是 
自然 数 》 则 

Rn(m, £) 2p 十 29. 

为 证 命题 19, 假定 数 a(m 一 1 有, n(m,% 一 1) 是 存在 的 , 我 们 
以 了 表示 具有 (和 一 1 有 十 az 一 1) 个 项 点 的 任 一 红 - 蓝 这 
图 ， 我 们 必须 证 明 , 9 或 者 含有 一 个 加 个 顶点 的 红 完 全 图 , 或 者 全 
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有 一 个 上 个 顶点 的 蓝 完全 图 . 

以 了 表示 也 的 任 一 顶点 , 让 我 们 考虑 关联 于 ? 的 红 边 与 蓝 边 . 
这 些 红 边 与 蓝 边 的 另 一 端点 ( 异 于 的) 分 别 构成 集合 己 与 Py. 设 
ai 个 顶点 的 2 与 ma 个 顶点 的 9 分 别 是 由 忆 与 P: 导 出 的 下 的 子 
图 ， 则 

nitn2 二 l=nC(m—1,£)+n(m, FE—1). 

我 们 先 假定 < 之 nCm 一 1, 8)， 在 此 情况 下 ，ns 之 (1m, 一 1)， 
所 以 , Ts 含有 因而 卫 也 含有 各个 顶点 的 红 完 全 图 , 也 含有 一 1 个 
顶点 的 蓝 完 全 图 ， 在 后 一 情况 下 , 此 蓝图 , 与 及 某 些 蓝 边 一 起 构 
成 全 于 了 中 的 一 个 顶点 蓝 完全 图 ， 

车 之 nCm 一 1,8), 则 类 似 地 (以 Ti 替换 T,) 可 知 工 或 者 含 一 
mw 个 顶点 的 红 完全 图 ， 或 者 含 一 E 个 顶点 的 蓝 完全 图 ， 由 此 ， 命题 
19 时 证 . 

为 证 命题 20， 以 下 表示 具有 22 十 29 一 1 个 顶点 的 红 - 蓝 完全 
图 ， 必 须 证 了 或 者 含有 一 m 个 顶点 的 红 完 全 图 或 者 含有 一 个 顶 

点 的 蓝 完 全 图 设 > 是 了 的 一 顶点 . 则 
po(r) 一 2 十 29 一 2 
并 且 ， 下 列 三 命题 之 一 成 立 : 

(a》 至 少 有 2p 条 红 边 关联 于 r。 

(5) 至 少 有 29 条 蓝 边 关联 于 r。 

(c) 7 恰 关 联 于 2p 一 1 条 红 边 及 29 一 1 条 蓝 边 。 

在 情况 (a), 我 们 考虑 关联 于 7 的 红 边 ， 它 们 的 另 一 端点 构成 


一 集合 Pl， 以 Ti 表示 由 Pi 导出 的 的 子 图 .7 的 顶点 数 至 少 为 


nm 一 1,)， 所 以 , 革 ) 或 者 含有 一 mx 一 1 个 顶点 的 红 完 全 图 , 或 者 
含有 一 个 顶点 的 蓝 完 全 图 . 因此 ， 类 做 刚 才 给 出 的 推理 可 知 T 
或 者 含有 一 h 个 顶点 的 红 完全 图 ， 或 者 含有 一 记 个 顶点 的 蓝 完 全 
图 ， 
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在 情况 (5)， 推 理 相同 ， 只 需 考 虚 关 联 于 7 的 蓝 边 的 另外 的 

右 (c) 对 于 了 全 的 每 个 顶 氮 者 正确 , 则 全 的 红 子 图 的 每 个 项 辟 的 
次 数 将 是 27 一 1( 即 奇数 ); 但 据 1. 9, 这 是 一 个 矛盾 , 因为 红 子 图 有 
可 数 个 顶 扣 ， 因 此 ， 由 顶点 7 的 一 个 适当 的 选择 , (qa) 或 (5) 成 立 ， 
命题 20 得 证 

借助 于 命题 19, 我 们 现在 可 以 来 证 数 z(w, 办 的 存在 性 了 ， 我 
们 还 将 找到 这 些 数 的 一 个 上 界 ， 首 先 ， 将 证 关于 命题 的 一 般 化 的 
一 个 命题 ; 把 它 应 用 于 我 们 的 特殊 问题 即 导出 所 求证 的 命题 ,一 般 
的 命题 如 下 : z 

21， 设 4(m， 刀 表示 对 于 每 个 自然 数 色 与 5 的 一 个 命题 ， 让 
我 们 假定 4(1, 及 4(m, 1)， 对 于 任意 的 日 然 数 环 与 rk 成 立 ， 又 
用) 与 Am 有 一 了 的 成 立 而 推出 在 情况 下 4 ; ACm, 侣 对 于 牌 个 
与 上 成立 . 

此 命题 将 对 训 用 归纳 法 证 明 . 假定 4(1, +) 对 任何 成 立 . 让 
我 们 假设 4(m,£) 对 某 一 mr 及 任 一 成 立 ， 我 们 需 证 4(m 十 1, 8) 
也 对 任何 一 成 立 ， 这 后 一 命题 将 对 用 归纳 法 证 明 . 

我 们 知道 4(m 十 1, 1) 与 4(m, 1) 同 样 地 成 立 ， 我 们 假设 4(m 
二 1, 对 mx 与 某 肯 成立， 需 证 4(m 十 1，E 十 1) 成 立 ( 由 此 , 将 证 得 
A(m 二 1,) 对 一 切 £ 成 立 )，、 由 于 , 据 第 一 个 假设 , 4(m,) 对 rw 及 
一 切 龙 成 立 , 则 4(m, 十 让 及 A(m 十 1， ) 对 于 由 第 二 假设 规定 的 
& 都 是 成 立 的 .于 是 , 据 命题 21 的 条 件 知道 4(m 十 1, 十 1) 成 立 ， 
从 而 命题 21 得 证 . 

各 命题 4(m, 8) 是 存在 数 a( 四, 则 命题 21 的 条 件 被 命题 19 
加 上 命题 10 的 第 一 部 分 所 满足 ， 于 是 , 我 们 得 到 

22， 对 一 男色 与 大 的 值 , 数 as 肥 存 在 ， 

?15 了 


现在 命题 4(m, 1 是 


» 1 十 天 一 2 
1 £) 二 m1 


我 们 考察 命题 21 的 条 件 在 此 情况 下 是 否 得 到 满足 ， 当 m=1 
芍 £= 二 1 时 , 不 等 式 的 右边 等 于 1， 因此 ， 据 命题 10 的 第 一 部 分 ， 
A(1,) 与 4(m,1) 对 一 切 K 与 m 成 立 . 现在 ,让 我 们 假定 4(m 一 1， 
1 与 4(m 一 1 对 于 其 个 大 于 1 的 与 双 成 立 , 即 ， 


3 mtk—3\ 
、 ?1 一 之 四 


应 用 练习 8 的 不 等 式 
n(m, k)En(m-1, £) nCm, ko 1) 


mE—3 i ) 的 
< 二 一 
<( m2 ) ( m— 1 ( mC—1 
据 命题 19 而 得 出 ， 这 表明 4A(m, 四 是 成 立 的 . 
因此 , 4(m, 的 意义 说 明 命 题 21 的 条 件 得 到 满足 , 而 下 列 命 
题 成 立 : 
23，、 对 于 一 切 目 然 数 色 与 如 有 


We arp api Pear ear 


此 命题 产生 了 %(3, 妨 的 上 界 
ktl\ (十 ID 
2/ 2 i 
各 8 全 4 则 一 个 “ 稍 好 的 ”, 即 较 小 的 上 界 , 对 于 数 z(3， 人 也 能 给 
出 ; 将 证 明 下 列 命题 : 
- 24. 对 于 任 一 自然 数 


re 


e。 II53 。 


此 合 题 将 对 k 归纳 地 证 明 , 者 =1,2 或 3 结论 可 由 人 渍 题 公 
推 得 ， 让 我 们 假设 对 于 一 个 的 大 于 1 的 值 ， 下 烈 关 系 成 立 : 


GDS( ， )- 每 : | 十 二 
2 5 


我 们 需 让 ， 知 一 个 简单 图 的 顶 氮 数 为 
Ek 十 1 
:人 2 
不 含 三 角形 , 则 它 含 一 & 独立 顶点 集 。 为 了 直接 加 以 证 明 , 我 们 假 
设 , 对 于 一 具有 个 顶点 的 简单 图 G, 不 含 任何 三 角形 , ivwx 三 一 
1. 命题 17 表明 , 对 于 G 的 每 个 顶点 7， : 
9(9) Sh—1. 
我 们 先 假 定 是 偶数 :6 二 2s， 若 每 个 顶点 的 次 数 是 + 一 1, 则 
由 1.9 % 必定 是 偶数 , 但 z 
na=( 六 [于 Hi= et + | 
二 28* 十 1,， 
即 , w 是 奇数， 所 以 , G 内 存在 一 顶点 4, 使 得 
z P90 ELE—2, 
我 们 和 萎 虚 G 的 那么 一 些 顶 点 , 它们 既 不 邻接 于 g, 也 不 恒 同 于 49， 以 
Go 表示 由 这 些 顶 点 导出 的 子 图 ，G6 的 顶点 数 〈 它 不 含 三 角形 ) 至 
少 是 


n—(£—2)—1 一 n 一 上 十 1= -(,)- 已 |+1 一 2 


-| (D+ 
这 里 应 用 了 练习 8 的 等 式 ， 因 此 , 由 假设 , Ge 中 存在 一 一 1 独立 顶 


反 集 ， 这 些 顶 点 与 9 一 起 构成 G 中 一 一 上 独立 顶点 和 集 ， 这 是 一 个 
* 1%6. 


齐 盾 . . 
现在 , 让 我 们 假设 大 是 府 数 ，Go 的 定义 类 似 , 我 们 考虑 以 一 次 
数 至 多 为 4 一 1 的 项 虚 去 替换 顶点 9、Ge 的 顶点 数 将 至 少 有 


GD-1=()-[ 和 + (> )-( 
-+ 


同样 的 推理 再 一 次 地 产生 一 个 矛盾 . 

于 是 , 命题 24 得 证 . 

如 前 所 述 , 数 n(m,) 的 准确 值 几 乎 全 然 未 知 ， 仅 对 于 少数 几 
对 mm 与 £,n(m,%) 的 值 是 知道 的 . 例如 ,除了 前 面 已 经 指出 的 以 外 ， 
n(3,5) 二 14, 风 间 题 97; n(3,6) 二 18 及 nn(4, 4) 一 18. 

我 们 来 考虑 数 (mw 8) 定义 中 的 (3)， 可 以 把 问题 推广 如 下 : 
让 我 们 把 完全 国 的 边 染 以 * 种 颜色 (替换 2 种 颜色 )， 再 确定 最 小 
整数 (mu ms …; fns), 使 得 在 给 一 个 (m4, ma …, ms) 顶 点 的 完 
全 图 的 边 染 了 色 以 后 , 它 将 或 是 包含 一 个 mi 顶点 的 完全 图 仅 含 第 
一 色 的 边 , 或 是 包含 一 个 m。 顶 点 的 完全 图 仪 含 第 二 色 的 边 ，…， 
或 症 包 含 一 个 ms 顶 所 的 完全 图 仅 含 第 s 色 的 边 ， 在 此 , 将 不 考虑 
这 个 更 一 般 的 问题 , 但 我 们 可 以 指出 ， 除 了 已 给 出 的 以 外 ， 例 如 ， 
n(3, 3, 3) 一 17, 仅 少量 的 数 (me ms …; 1m,) 是 确 知 的 , 


上 9] 十 
25.， 有 向 图 6 不 含有 向 回路 ， 以 4 表示 6 中 这 样 的 顶点 p 的 


” 集 食 ， 这 里， 


pin(P)=0., 
以 4, 未 示 这 样 的 项 点 的 集合 人 =1, 2, ")， 这 种 珊 扎 可 由 A 的 一 
» SP % 


项 点 被 一 长 为 ;的 有 向 路 ( 即 , 沿 一 有 ;条 边 的 路 ) 所 到 达 , 但 不 能 
被 一 更 鞭 的 路 所 到 达 ， 求 证 : 

a) G 的 任 一 顶点 含 于 某 4,. 

5) 含有 G 中 任 一 指定 边 的 尾 的 顶点 集 的 下 标 小 于 含 此 边 的 
头 的 党 的 下 标 . 

26， 以 f,(n) 表 示 具 有 下 述 性 质 的 最 大 整数 : 若 一 #” 顶点 的 完 
全 图 的 边 以 任意 的 方式 被 染 以 s 种 颜色 ， 则 总 能 找到 一 至 少 有 
f,《n) 个 顶点 , 且 有 同色 的 边 的 连通 子 图 ， 求 证 对 任 一 自然 数 1， 


f2(n) =n. 
27， 求 证 对 任 一 正 侦 数 %%， 
fn-1(n)=2. 


要 证 问题 25 的 命题 (a), 只 需 证 , 若 考 虚 @ 的 一 顶点 4, 它 不 在 
4 内 , 则 从 4 的 一 顶点 以 一 有 向 路 能 到 达 它 (在 证 这 一 点 时 , 也 就 
接 出 4 中 存在 某 顶 点 ), 因为 9 的 位 置 将 被 最 长 的 路 之 一 所 确定 . 
由 于 g 不 在 4 内 ,4 是 和 的 一 边 的 头 ， 因 而 4 能 从 G 的 某 顶 点 沿 
一 有 向 路 到 达 ， 以 工 表 示 以 Y 为 终点 的 最 长 路 之 一 。 对 于 了 的 始 
点 7, pin(7) = 0, 因为 不 然 , G@ 就 有 一 有 向 边 (s,7)。 但 在 此 情况 下 ， 
要 么 s 是 了 的 一 个 顶点 , 从 而 将 含有 一 有 向 回路 , 要 么 s 不 含 于 
L， 而 把 边 (s, >) 添 加 到 地 上, 便 矛 盾 于 工 的 极 大 性 ， 由 于 ?的 入 
次 数 必 为 0,7 在 4 内 ,问题 25 的 命题 (a) 因 而 得 证 . 

为 证 命题 (8)， 以 (pi, 27) 表 示 @ 的 一 边 , 使 得 p; 与 py 分别 属 
于 4; 与 4). 车 i=0, 则 有 ;之 i 因为 Pp; 是 边 (2,,7)) 的 头 ,不 能 属 
于 46。 所 以 , 我 们 假定 i 妆 0， 于 是 , p; 可 由 46 的 - “顶点 沿 一 长 为 
; 的 路 工 所 到 达 ， 顶 点 pj 不 能 属于 工 , 否则 G 就 含有 一 有 向 回路 . 
把 边 (9;， pi) 联结 到 L 上 表明 Ds 能 从 Ao 的 一 项 上 扩 沿 一 长 度 大 于 t 
的 路 所 到 达 , 这 表明 ;之 i, 命题 (5) 得 证 ， 
* 了 2I8。， 


不 含有 向 回路 的 有 向 图 的 结构 能 被 集合 do, 41, … (例如 ， 
见 图 161) 清楚 地 天 出 ， 问 题 25 的 解 表明 区 的 每 个 集合 4; 是 一 
立 顶点 集 ， 另 一 方面 , 若是 集合 4; 的 个 数 ( 即 6 一 1 是 4; 的 最 大 
下 标 ), 则 一 1 是 G 中 最 长 有 向 路 的 长 度 ， 因 此 , 若 到 不 含 和 独立 
顶点 集 , 则 每 个 集合 4; 至 多 含 m 一 1 个 顶点 , 而 6@ 至 多 含有 (m 一 由 8 
个 顶点 , 由 此 , 下 列 命题 得 证 : 


Ao 
Al 
A 
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或 者 禽 一 名 独立 顶点 集 ， 或 者 有 下 述 性 质 : 车 给 G 的 边 以 一 任 
意 的 定向 , 使 得 有 向 图 不 含有 向 回路 , 则 它 有 一 长 为 的 有 向 路 ， 

1， 对 于 上 及 m 的 每 个 值 下 列 的 图 ,是 此 问题 的 一 个 可 能 的 
极 图 : Go 有 mm 一 1 个 分 支 , 其 中 每 个 分 支 都 是 有 顶点 的 完全 图 每 
个 分 支 恰 有 一 个 顶点 是 “ 铝 笼 ?， 从 每 个 集合 4; 的 顶点 中 间 ， 以 所 
述 方式 给 边 以 一 定向 , 以 便 构成 图 信 . 

2， 可 以 发 现 ， 在 数论 中 有 命题 28 的 一 个 有 趣 的 应 用 让 地 
的 顶点 对 应 于 整数 , 以 有 向 边 (a, 5) 表 示 对 应 于 5 的 数 能 被 对 应 于 
a 的 数 所 整除 ， 因 此 ，G 的 任 一 独立 顶点 集 表 上 明 每 个 对 应 的 数 不 
滤 纺 除 其 余 的 任 一 数 ， 另 一 方面 , 若 6 的 一 有 向 路 了 依次 含 顶 点 

* J39 。 


00 ai， 则 oa 能 被 ww 所 整除 (=1 2 一 四 ， 显 从 ， 

人 不 能 有 一 有 向 国 路 ， 图 此, 据 命题 28 知道 : 所 考 虞 的 任 (m 一 1) 
二 1 个 不 同 光 束 数 中 ,或 者 存在 一 个 禽 吉 个 整数 的 案 合 ， 使 其 中 没 
有 有 一 个 到 店 整除 其 余 启 名 一 1 数 个 之 任 一 个 , 或 者 存在 一 个 全 1 
个 又 煞 胆 序 列 使 其 中 的 任 一 数 能 被 前 一 个 数 所 整除 ， 著 与 为 
已 知 , 可 给 出 一 个 可 能 的 极 图 (参看 注意 1) 如 下 : 设 dv 的 顶点 对 应 
于 m 一 1 个 不 同 的 素数 , 同时 , 集 41,4,,…, A 1 分 别 由 这 些 素数 的 2 
次 需 、3 次 智 ,…, 次 禾 所 构成 .于 是 , 有 了 (m 一 1) 个 整数 ， 对 应 
于 命题 28 的 命题 不 成 立 . 

现在 我 们 考 虐 任 一 具有 2 个 顶点 的 红 - 蓝 完全 图 4. 把 包含 C 
的 金 部 顶点 以 及 每 一 条 红 边 的 子 图 叫做 红 图 , 则 它 的 补 图 是 也 有 
个 顶点 的 蓝图 . 据 1. 42, 此 两 图 之 一 是 连通 的 ， 问 题 26 得 解 . 

注意 : 此 命题 使 人 联想 到 拉 姆 舍 数 x(m, ) 问 题 , 因为 ， 要 么 
此 图 , 要 么 它 的 补 图 必 有 一 指定 的 性 质 ， 在 此 意义 下 , 命题 28 也 可 
以 说 是 拉 姆 售 型 "的 ， 因 为 @ 含 一 个 和 独立 顶点 集 能 换 成 下 列 要 
求 : G 的 补 图 含 一 个 各 顶点 的 完全 子 图 . 

为 解 问题 27, 我 们 先 注 意 对 于 一 切 n 三 2, fo) 兰 2， 而 另 一 
方面 , 据 5. 1, 车 n 是 偶数 , % 顶点 的 完全 图 能 分 解 为 4 一 1 个 1- 因 
子 ， 让 我 们 考虑 这 样 的 一 个 分 解 ， 把 同一 个 1- 因 子 的 边 染 以 同一 
色 ， 但 不 同 的 1- 因 子 的 边 , 染 以 不 同 的 色 。 使 用 了 一 1 种 颜色 ， 
同色 的 边 是 独立 的 . 因此 ,若是 偶数 ，f,_1(n) 三 2, 问题 27 得 解 

现在 我 们 考虑 f,(n)，s 是 奇数 ， 以 oj，ax …，a。,i 表示 s 十 
1 顶点 的 完全 图 之 顶点 4 我 们 按 所 述 的 方式 用 s 种 颜色 给 图 的 边 
染 上 色 ( 在 分 解 为 1- 因 子 之 后 )。 车 交 是 任 一 大 于 s 的 自然 数 , 则 ? 
球 虚 的 完全 图 将 含有 s 色 , 有 如 下 述 : 让 我 们 以 s 十 1 去 除 n, 以 天 及 
人 分 别 表示 商 与 余数 ， 则 
Rt 二 (8 十 1)h 十 1m (0Em<s+i+1). 
人 1¢0 * 


现在 我 们 把 s 十 1 顶点 的 完全 图 之 顶点 删 去 , 在 它们 的 位 置 上 
放 上 以 任意 方式 染 好 合用 的 色 的 完全 图 ， 特 别 地 ， 每 个 4+1 顶 
点 的 完全 图 须 去 替换 mw 个 删 去 的 顶点 ， 每 个 顶点 的 完全 图 贷 去 
替换 其 余 的 s 十 1 一 m 个 顶点 ， 以 G 表示 规 换 了 顶点 c; 的 完全 图 . 
然后 ，G, 的 每 个 顶点 以 一 条 边 联结 到 Gy 的 每 个 顶点 ， 且 这 些 新 
边 必 与 {a;, af} 有 同一 的 颜色 因此 , 得 一 %” 顶点 的 完全 图 , 染 有 s 
种 颜色 .图 162 及 163 分 别 地 说 明 此 过 程 , 当 s=3, 且 包 等 于 0 或 
1 或 3, 或 m 等 于 2, 每 一 双 圈 表 示 一 个 任意 的 着 了 色 的 完全 图 ， 它 
含有 图 内 数字 一 样 多 的 顶点 ， 联 结 两 双 轿 的 一 线 表示 一 边 集 (在 
每 个 集合 内 有 同色 的 大 或 AG% 十 了 D 或 (4 十 1)? 条 边 ) 按 三 种 颜色 
它们 被 表示 为 粗 , 细 或 虚线 . | 


图 162 


对 于 任意 的 数 i 与) G. 的 每 
个 顶点 可 以 从 G; 的 每 个 顶点 沼 
一 路 所 到 达 ， 此 路 的 每 条 边 把 G， 
的 一 顶点 联结 到 G; 的 一 顶点 . 因 
此 ， 全 部 这 些 边 是 同一 色 的 ， 另 4 
一 方面 , 若 G4 与 Gi 及 Gj 都 不 同 ， 图 163 
划 无 论 G; 或 05 的 顶点 都 不 能 以 此 色 的 边 与 Gi 的 顶点 联结 . 但 @， 
及 6 的 顶点 数 一 起 至 多 为 
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9 在 


on ,s—1 加 
TS 者 全 1 有 


加 2M . 
2 十 2 一 二 十 2 一 1T 其 它 ， 


于 是 , 得 到 下 列 命题 : 
29、 若 s。 是 一 下 奇数 ，h 与 是 自然 数 ， 具 4 二 (s 寺 了 十 
(0Fm< s+ 十 1) 1) 则 


Or 若 公 三 0， 


sth 


fn) 共和 一 1 ， 月. 


+ 


< 一 2 一 EE 


现在 , 我 们 只 注意 s = 0 的 情形 ,同时 的 信 是 变化 的 车 
一 4 十 和 (和 一 0, 1, 2, 3) 则 , 据 命 题 29， | 


fo(n)<| 3 若 mm=0,1 或 5 且 


z fa(n) +1, 癌 mM 二 2. 
现在 , 我 们 证 明 下 列 不 等 式 也 成 立 ， 
(1) 六 (三 | 于 | 车 w=0, 1 或 3, 且 


(2) fat) +1= Ea 共 m 一 2. 


让 我 们 给 ” 顶点 的 完全 图 G 的 边 染 色 , 用 红 ， 蓝 及 绿 等 三 色 . 
只 需 证 ， 在 G 的 红 . 蓝 或 绿 的 连通 子 图 中 , 存在 一 个 子 图 ， 于 情况 
(1), 至 少 有 4/2 个 顶点 , 而 情况 (2) 至 少 有 n/2 十 1 个 顶点 . 

现在 , 我 们 考虑 G 的 红 , 蓝 与 绿 的 连通 子 图 ， 并 按 每 一 色 选 取 
一 有 极 大 顶点 数 的 子 图 ，( 称 这 些 子 图 是 I 型 极 大 的 ，) 以 G, 表示 
此 三 图 中 有 极 大 顶点 数 (II 型 极 大 的 ) 的 一 个 ， 以 % 表示 G, 的 顶 
9 I62 + 


点 数 ， 不 失 一 般 性 , 可 假定 子 图 G, 是 红 的 ， 因 为 , 若 z 之 2 n 宇 2/2 
十 1, 总 能 假定 有 关系 1 硅 n; 过 rn. G;, 的 1 型 极 大 性 表明 ， 车 一 条 边 
把 G; 的 一 顶点 联结 于 不 在 G, 内 的 一 顶点 ， 则 该 边 的 色 是 蓝 的 或 
绿 的 ， 以 a 表示 不 在 6 内 的 一 顶点 ，a 关联 于 G, 的 所 有 1; 个 顶 
点 ， 所 有 这 些 边 或 者 是 绿 的 或 者 是 蓝 的 ; 可 饼 假 定 这 些 边 中 至 少 
有 1,/2 条 边 , 比如 说 , 是 蓝 的 ， 以 有 表示 G, 的 顶点 中 由 蓝 边关 联 
于 a 的 顶点 的 集合 ， 所 以 , 的 顶点 数 g 至 少 为 4,/2， 以 G 表示 
包含 顶点 e 及 一 极 大 数目 的 顶点 的 连通 蓝 子 图 之 一 〈 在 其 佘 的 顶 
点 中 , 它 包 含 局 的 全 部 的 顶点 ), 以 nn 记 G, 的 顶点 数 ， 我 们 可 以 假 
定 存在 G 的 一 顶点 9, 它 既 不 属于 G, 也 不 属于 G,， 不 然 , G, 就 会 
含有 多 于 za/2 个 的 顶点 (因为 ， 这 将 包含 全 部 的 不 在 C, 内 的 顶点 
以 及 G, 的 至 少 一 半 的 顶点 )，G; 的 I 型 汲 大 性 及 G, 的 极 大 性 表 
明 把 五 的 顶点 联结 到 9 的 边 全 是 绿 的 ， 以 G 表示 一 个 按 顶点 数 
为 极 大 的 , 含 顶点 9 的 (以 及 , 由 极 大 性 条 件 , 尽 的 全 部 的 顶点 )，GC 
的 连通 绿 子 图 ， 以 wp 表示 Gy 的 顶点 数 ，G, 的 工 型 的 极 大 性 以 及 
G, 与 Gy 的 极 大 性 , 以 及 R 包 含 于 它们 之 中 的 事实 表明 , 若 G 的 一 
顶点 不 含 于 它们 中 的 任 一 者 ， 则 把 此 顶点 联结 到 五 的 任 顶点 的 一 
边 不 能 是 红 的 ， 蓝 或 绿 的 .因此 ， 此 三 图 一 起 包含 了 G 的 全 部 的 
顶点 ， 由 于 它们 都 包含 集 R 
: NEN, 二 n,n — 29. : 

若 存 在 一 顶点 , 它 不 含 于 且 但 含 于 这 些 图 中 的 两 个 , 则 等 式 不 能 成 
站， 因为 9 三 7./2. 


从 7 tN 二 Rg 20 寺 7 十 Rg 一 2 一 十 ng, 
因此 ， 
NN ng, 
仅 当 C 的 不 在 召 内 的 任 顶 点 ， 恰 含 于 三 子 图 之 一 , 并 且 车 9 二 n,/2， 
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期 w 是 偶数 时 , 等 式 成 立 . 

最 后 的 不 等 式 表 明 至 少量 z 与 mr "之 一 至 少 为 n/2. 这 就 证 得 
了 命题 的 情况 (1). 

命题 的 情况 (2) 将 同样 地 得 证 , 车 zw 或 4 大 于 za/2. 车 在 最 后 
的 一 个 不 等 式 中 等 号 不 成 立 则 此 关系 为 真 ， 因 此 ， 我 们 只 需 注意 
1 二 ns 十 2 时 的 情况 , 且 景 mw 及 ns 中 无 一 大 于 8/2, 即 


m=m 1/2 = 2+l. 
n; 已 被 证 明 是 侦 数 ， 但 G, 的 开 型 极 大 性 表明 mr 至 少 为 28 十 1. 
"之 十 2== +l 


把 它 与 前 述 结果 加 以 比较 , 我 们 得 下 列 命 是 
30， 营 % 与 4 是 自然 数 且 #=48 十 m(m 二 0,1,2,3) 则 


A. 


fi(n) = -| 号 | 车 m=0,1 或 3 且 


faln) =+1= -| 于 |+1 车 m=2. 


一 个 简单 图 是 否 含有 万 顶点 的 完全 子 图 ， 对 于 拉 姆 合 数 的 问 
题 至 关 重 要 ， 我们 将 研究 极 小 次 数 或 极 小 边 数 ; 它 表 明了 这 些 子 
图 的 存在 性 , : 


练习 
31， 求 证 ; 对 于 任 一 自然 数 有 ,有 


lea 
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问 题 

32， 一 个 简单 图 具有 2 个 顶点 (三 2) 且 每 个 顶点 的 次 数 大 于 
k。 求 证 图 含有 一 个 二 角形， 找 出 此 问题 的 极 图 . 

3 把 ? 名 局 中 人 分 为 两 组 ， 关 县 仅 当 两 名 局 中 人 不 在 同一 
组 内 了 时 对 局 ( 仅 一 回 )。 试 确定 最 好 的 分 组 法 以 使 移 局 数 为 极 大 . 

34、2 顶点 的 简单 图 , 不 含 三 角形 ， 在 ioux 的 值 定 定 值 , 求 出 
它 有 的 极 大 边 数 . : 

35， 对 于 一 不 含 三 角形 的 简单 图 的 边 数 e 证 明 

ECV mn XYD 

试 确定 使 等 式 成 立 的 那些 图 . 

36， 求 解 问题 33 的 推广 : 把 % 名 局 中 人 分 成 组 . 

37。， 我 们 假定 人 ;是 前 面 问题 中 的 数 % 除 以 后 的 余数 .求证 


极 大 赛 局 数 是 
1 ,2 2k—l /f/m 
了 2+) 


”练习 31 的 等 式 , 当 为 偶数 时 , 显然 成 立 ， 若 n= 二 2 十 1， 则 等 
式 的 两 边 都 等 于 太 十 下 

问题 32 的 命题 , 可 改 述 如 下 : 一 简单 图 @G 有 24 个 顶点 无 三 
角形 .求证 极 小 次 数 至 多 为 计 我 们 假设 G 中 顶点 2 的 次 数 秋 
是 极 小 的 ,9 邻接 于 9。4q 至 少 有 rk 个 邻接 顶点 ， 但 这 些 顶 点 不 邻 
接 于 zp, 因为 G 不 含 三 角形 ， 所 以 , 2(m 一 1) 十 2=2m 夸 24, 它 证 明 
了 命题 ， 一 个 极 图 是 2k 顶 点 的 简单 图 , 不 含 三 角形 , 其 申 极 小 次 数 
是 让 我 们 假定 Ce 是 一 极 图 ， 存 在 Ge 的 一 个 次 数 为 上 的 顶点 
4 以 2 52,…, 2 表示 邻 蕊 于 a 的 顶点 , 以 囊 囊 示 就 些 顶 上 的 集 
合 ， 由 于 是 一 有 没 从 顶点 ， 2(20) 空 4 3 是 Go 的 一 多 
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立 顶点 集 , 因为 在 Go 内 没有 三 角形 ， 因 此 , 没有 一 个 5, 的 邻接 点 
在 BB 内, 所 以 51 恰 有 上 个 邻接 点 ,它们 构成 一 集合 4，4 也 是 在 G 
的 独立 顶点 集 ， 显 然 , Go 等 价 于 双 图 Go(4, B)， 其 中 ， 4 的 所 
有 顶点 与 8 的 所 有 顶点 邻接 ， 此 图 常 表示 为 (kf;，k2， 如 图 164 所 


图 164 图 165 
一 般 地 , 《21, aa …; nm) 表 示 具 有 下 列 性 质 的 简单 图 ， 它 汐 顶 
点 集 由 两 两 不 交 的 集合 41, 4 …, 4 所 组 成 ， 这里，4: 有 ns 个 顶 
点 (i 二 1,2,…, mm); 每 个 集合 4 是 独立 顶点 集 ，4 的 每 个 顶点 ， 
对 于 全 部 不 同 的 下 标 i, ;邻接 于 4; 的 全 部 的 顶点 ， 若 以 图 形 来 
表示 此 图 , 则 每 个 案 合 4; 被 画 成 一 个 小 圈 , 它 的 顶点 数 n; 写 在 该 
圈 内 ， 每 一 对 不 同 的 圈 以 线 联结 ， 若 一 线 联结 表示 集合 4; 及 4 
的 两 个 圈 , 则 此 线 对 应 于 mw xm 条 边 ， 同 样 地 ，《m 表示 具有 ma 
个 顶点 而 无 边 的 图 . 《1, 1,…, 1) 表 示 具 有 mm 个 顶点 的 完全 图 , 这 
里 r_ 是 数字 "1 的 个 数 ， 图 165 表示 图 《1, 2 143, 4》. 
问题 32 考虑 具有 偶数 个 顶点 的 图 ， 可 用 类似 的 方法 证 明 ， 
若 一 具有 28 十 1 个 顶点 的 简单 图 , 对 任 一 整数 三 0, 不 含 三 角形 ， 
则 极 小 次 数 至 多 为 *， 但 爹 部 极 图 的 描述 现在 还 颇 为 困难 . 让 
我 们 假定 G1 是 一 极 图 、 Gi 含有 一 次 数 为 的 顶点 w， 由 于 G， 
不 含 三 角形 , oi( 或 任何 其 他 顶点 ) 的 邻接 点 构成 一 独立 顶点 集 . 以 
表示 G 的 一 极 大 独立 顶点 集 ， 以 f 记 五 的 顶点 数 ， 以 工 表示 
不 在 五 中 的 顶点 的 集合 。7 表示 工 的 顶点 数 ， 显 然 ，f 宇 b 但 j 拟 
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& 十 1 同样 也 成 立 ， 因 为 G1 的 任 一 顶点 至 少 有 个 邻接 后 ， 了 的 
任 一 顶点 只 邻接 于 工 的 顶点 . 

我 门 先 假 定 =£ 二 1， 在 此 情况 下 1 一 k， 由 于 是 G, 中 的 
极 小 次 数 , 了 的 每 个 顶点 邻接 于 工 的 所 有 顶点 ， 因 此 , 工 也 是 一 独 
立项 点 集 ， 因 为 C 没有 三 角形 ， 所以, G 是 一 个 《4% 十 1> 型 的 
图 . 

现在 ， 我 们 假定 f=EK 此 时 , 1 = 十 1， 让 我 们 考 虚 G1 的 由 
也 导出 的 子 图 .由 于 九 是 极 大 的 , 这 个 子 图 含有 一 边 {a, 58}， 它 具 
有 性 质 : a 与 5 都 在 内 有 一 邻接 点 , 以 c 与 4 表示 这 些 顶 点 ， 它 
们 分 别 邻接 于 4 与 5， 由 于 Gi 没有 三 角形 ，c 与 4 是 不 同 的 顶 
所 ，5 不 邻接 于 5，Qa 不 邻接 于 a( 见 图 166). 但 6c 与 4 的 次 数 都 
至 少 为 ,所 以 ,6 邻接 于 工 中 除 5 外 的 全 部 的 顶点 , 且 类 似 地 , a 


图 166 
邻接 下 工 的 除 a 外 的 爹 部 的 项 点， 因此 ，a 是 工 中 的 5 的 唯一 的 
邻接 点 ,5 是 工 中 的 .a 的 唯一 的 邻接 点 , 这 表明 a 与 5 在 内 至 少 
有 5 一 1 个 邻 点 . 因为 , 他 们 不 能 邻接 于 同一 顶点 , 就 有 8 一 14 一 1 
到 及 即 X 和 2， 由 于 顶 扩 Cc 及 & 和 存在， 有 二 2， 因 此 ， 工 中 除 顶 点 a 
与 5 外 , 多 含 了 一 个 顶点 , 此 顶点 同时 邻接 于 e 与 4， 所 以 , G1 是 
一 个 长 为 5 的 回路 . 
综合 此 结果 , 与 问题 32 的 解 一 起 , 我 们 得 到 下 列 命题 
38， 车 po 是 有 2 个 顶点 而 不 含 志 角 形 的 简单 图 内 的 极 小 次 
* 了 67 + 


数 ， 则 
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我 们 广 意 , 五 边 形 是 唯一 的 非 双 图 的 极 图 ( 见 图 167 及 168). 

把 问题 33 的 局 中 人 分 成 两 组 , 41 与 4*， 各 自 包含 由 与 wa 个 

局 中 人 . 赛 局 数 是 t,x rn， 把 一 名 局 中 人 从 4 转移 到 4，， 则 赛 
局 数 将 是 : 
(RO—1)(n2d1)=nns tn mr 1. 


加 是) 


图 167 . 图 168 

六 ni n>1, 这 数 大 于 N11 Ny,) 加 Ni1— Ns]， 它 小 于 NR, 又 车 
mi 一 Nn2 二 1 它 等 于 rnz, 因此 , 只 要 两 组 中 局 中 人 人 数 问 之 差 大 于 
1， 从 较 大 的 组 到 较 小 的 组 转移 一 局 中 人 便 会 增加 赛 局 的 数目 . 车 
下 列 不 等 式 成 立 , 就 得 到 极 大 赛 局 数 : 

12 一 ?| 到 1 

易 见 在 两 组 闻 的 人 数 差 于 下 述 情况 下 为 极 小 : 若是 偶数 ,两 
组 有 相同 的 人 数 , 若 ”是 奇数 , 则 两 组 之 一 多 1 人 ， 这 表明 ， 当 两 
组 的 人 数 分 别 为 Fa/2] 及 [(2 十 1)/2] 时 , 有 可 能 的 极 大 赛 局 数 . 

这 问题 的 解 也 表明 图 167 的 图 有 全 部 顶点 的 (mm，m> 图 的 


级 大 边 数 ， 据 练习 31, 此 图 中 的 板 大 边 数 为 | 号 | 
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命题 17 及 1.8 立刻 给 出 问题 34 的 答案 : 
39. 者 一 简单 图 , 有 7% 个 顶点 及 @ 条 边 , 不 含 三 角形 ， 则 


EE 2 重 


为 解 问题 35, 设 G 是 不 含 三 角形 的 简单 图 ， 以 卫 表 示 G 中 一 
极 大 独立 顶点 集 ， 以 工 表示 一 不 含 于 了 的 顶 点 的 集合 、 则 5. 23 
表明 工 是 G 的 一 极 小 覆盖 顶点 集 ， 因 此 ，G 的 任 一 边 至 少 有 一 端 
点 在 工 内 ， 于 是 , 据 命题 17 可 知 

ecmin X Vmax. 
其 中 的 等 号 成 立 , 仅 当 工 的 每 个 顶点 的 次 数 是 iosx， 上 且 在 求 了 的 
顶 反 的 次 数 和 时 , 每 边 只 计算 一 次 ， 即 工 是 一 独立 顶点 集 ， 因 此 ， 
若 G 是 

/ CVmin, LVmax)》 
型 时 ，G 内 的 边 数 是 极 大 的 .问题 33 的 解 的 应 用 给 出 下 列 命题 : 

40， 车 一 简单 图 , 及 个 项 点 与 。 条 边 ,不 含 三 角形 ， 则 


ne 
<<| 一 
全 和 


Hm 


刘 的 极 图 . 
注意 : 
命题 38 中 的 不 等 式 也 可 由 此 命题 推出 , 因为 ， 若 所 考虑 的 图 


的 每 个 顶点 的 次 数 至 少 是 [x/2]+1， 则 它 至 少 有 妆 4 (| 全 |+1) 
条 边 , 这 是 比 | 二 更 大 的 数 
现在 , 命题 40 被 推广 到 一 具有 大 个 顶点 的 完全 图 以 替换 三 角 


形 的 情形 ， 将 应 用 到 问题 36 与 37 的 解 ， 就 象 命题 17 的 推广 ( 见 
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稍 后 ) 一 样 . 

问题 36 要 求 具 有 个 顶点 及 一 极 大 边 数 的 nz，ma，，……， xy 
图 ， 以 4, 表示 有 mw 名 局 中 人 的 组 (1 = 二 1, 2,…，%)， 者 一 局 中 人 
2 从 组 4; 转移 到 组 4/,。 则 只 是 在 两 组 间 的 赛 局 数 将 受到 影响 ， 
因为 不 在 4, 或 4 中 的 任 一 局 中 人 , 仍 需 与 z 对 局 .因此 , 者 这 样 
的 两 组 存在 , 使 其 局 中 人 人 数 间 的 差 至 少 为 2, 问题 33 的 解 表 明 赛 
局 数 会 因 一 局 中 人 的 转移 而 有 所 增加 。 于 是 ， 若 对 于 一 切 1 及， 

一 2 大]1， 

得 到 可 能 的 极 大 赛 局 数 . 

让 我 们 以 去除 %, 以 及 m 分 别 表 示 所 得 的 商 及 余数 , 即 

n=hxkim 有 日 0<<m<k 


我 们 的 命题 是 , 若 考虑 的 数 no 其 中 恰 有 和 个 等 于 1 十 1 而 其 余 的 
8 一 入 个 数 每 个 等 于 及 能 得 到 可 能 的 极 大 赛 局 数 ， 即 ， 把 局 中 人 
按 最 可 能 均匀 的 分 布 分 成 天 组 . 

为 证 此 命题 ,我 们 假设 对 每 个 i 及 j，1n; 一 my| 筷 1。 若 存在 
少 于 天 人 的 什么 组 , 则 其 中 没有 含 多 于 有 人 的 组 , 但 局 中 人 数 则 将 
至 多 是 4 一 1 十 (4 一 1)h 它 小 于 %， 另 一 方面 ， 若 一 个 组 含有 多 于 
十 1 名 的 局 中 人 , 则 没有 一 组 其 人 数 会 小 于 4% 二 1， 但 因此 局 中 人 
人 数 至 少 为 十 2 十 (一 1)(h 十 1), 它 大 于 

最 后 , 若 [个 数 n, 每 个 都 等 于 8+1， 而 其 祭 有 一 1 个 数 等 于 
及 则 

91 十 (一杯 二 
这 表明 【= 和 

因此 ， 便 得 到 图 内 的 极 大 边 数 ems。、( 见 问题 37)， 若 每 个 有 
十 1 个 顶点 的 m 个 完全 图 及 每 个 有 hh 个 顶点 的 8 一 m 个 完全 图 
的 边 数 和 , 被 从 % 个 顶点 的 完全 图 的 边 数 里 减 去 ， 于 是 , 由 于 
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n hl h 
es) 人 2 ) 一 (一 由) (2)= 


)- 2 人 到 二 二) 并 (km)h( Rm1) 
2 


n 
-(， 
4,)- m(n— = 


km (nm—m) (no—m—») 
28° 


-(")- 己 Dp Cm(n— 十 各 十 一 一 天 了 一 太一 _ mam) 
2 


+ mzt) 
-(") 壕 ttm=( ) 入 > + 
人 PL = -二 (mr | ) 


事实 上 , 此 命题 至 此 已 经 得 证 . 

者 在 一 个 图 Ca nz Rc) 中 ,对 一 切 $ 与 ,有 | 一 | 硅 1， 
则 称 此 图 为 最 可 能 均匀 分 布 的 

下 列 命题 也 可 据 问 题 36 与 37 而 得 证 : 

41。 对 于 任 总 的 自然 数 # 及 名 在 # 硕 反 的 《4,72,……，Rx2 图 
中 最 可 能 均匀 分 布 的 图 有 极 大 边 数 、 著 n=hxk+m(0 太 m<h)， 
则 此 极 大 边 数 是 : 
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1 mkl /YY 
命题 17 可 改 述 为 : 若 一 简单 图 G 不 含 3 顶 扩 的 完全 图 ，m 是 
不 含 任 一 两 顶点 的 完全 图 的 导出 子 图 的 极 大 顶点 数 , 则 
pP (2 ) 7 


对 于 G 的 任 一 顶点 2 成 立 ， 因 为 一 个 图 ， 不 含 上 1 顶点 完全 图 ， 
它 的 任何 一 个 顶点 的 邻接 点 , 不 能 导出 一 个 子 图 , 它 含 一 顶点 完 
全 图 命题 17 的 下 列 推广 也 是 成 立 的 : 

42. 我 们 候 设 简单 图 G 不 合十 1 项 点 的 完全 子 图 四 不 


加 生 从 A 八代 ee ee par ee sae ee ee det et 


/ p(p) Em. 
闹 在 来 证 上 面 提 到 的 作 题 40 的 推广 . 


六 局 水 达 用 间 二 内 2 


图 . 闫 及- hxk+imO 和 mE), 册 


1 te—1,/™ 
eS (n° 一 说 ) 一 +( 3 


险 一 的 极 图 (其 中 等 式 成 立 ) 是 最 可 能 均 义 分布 的 ， 具 有 个 顶点 
的 《mi 72,…, Rs> 型 的 图 ; 不 存在 其 它 的 极 图 . 

我 们 先 证 构成 《ni, Ro,…, nn》 的 图 不 含 上 十 1 顶点 的 完全 子 图 . 
按 鲍 萎 原理 , 则 这 样 的 一 个 图 之 任何 & 二 1 个 顶点 中 间 ， 必 存在 同 
一 个 独立 顶点 集中 的 两 顶点 , 但 此 两 顶点 不 邻接 . 

命题 41 表明 , 要 证 命题 43, 只 需 证 下 列 命题 : 对 任意 的 自然 
入 及 上 上 ， 

(*) 震 县 有 % 个 顶点 的 无 十 1 顶点 的 完全 子 图 的 图 G, 有 一 
"172， 


了 | 


极 大 边 数 〈《 即 ， 若 它 是 我 们 问题 的 一 极 图 )， 则 GG 是 一 % 顶 反 的 
《R14 202 RE 开罗 图 ， 

此 命题 可 对 天 用 归纳 法 证 明 ， 当 大 三 1 时， 对 于 冯 的 每 个 信 ， 
显然 , (*) 是 成 立 的 (当天 =2 时 , 可 由 命题 40 推出 ). 

设 是 一 固定 的 整改 , 大 于 1， 假 定 对 于 一 1 及 对 于 % 的 每 
个 什 , (*) 成 立 ， 我 们 将 证 明 具 有 % 个 顶点 并 有 人 羽 大 边 数 的 简单 图 
G, 它 不 含有 十 1 顶点 的 完全 子 图 时 , 必 为 一 个 《R22,，…，4:? 型 的 
图 ， 让 我 们 考虑 G 的 那些 导出 子 图 , 它们 不 含有 顶点 的 完全 子 图 . 
以 Go 表示 有 一 极 大 项 后 妆 的 这 些 子 图 之 一 ， 以 mm 让 示人 G0 的 需 
点 数 , 并 设 4 是 不 在 G 内 的 顶点 的 集合 , 我 们 将 证 明 ，G 与 G6 的 
极 大 性 可 让 由: 

(1) 在 那些 共有 mm 个 顶 太 的 不 含 具有 个 顶 扣 完 全 四 的 疝 
单 图 中 , Go 有 一朗 大 过 涩 , 邯 Go 十 航 图 . 

(2) 委 的 每 个 质点 与 G6 的 每 个 顶点 在 G 内 是 邻接 的 , 且 4 是 
G 内 的 一 独立 项 扎 舍 

册 银 设 , 据 (1)， G 是 一 《<n ?2 7 -1 型 的 图 . 因此 ,车 4 中 
的 顶点 数 2 一 如 以 表示, 则 (2 表明 G 是 一 人 2 93 的 图 . 

(1) 了 2 用 以 下 列 方式 得 证 : 以 eo 记 Go 的 边 数 ， 以 ee 记 G 
中 至 少 有 一 问 扩 在 4 中 的 那些 边 数 ， 显 见 , G 恰 有 

eo 1- el 
条 边 ，G 内 4 的 每 个 顶点 的 次 数 至 多 为 2o 据 命题 42, 于 是 ， 
el 入 (N— No) no, : 
应 用 问题 35 的 解 的 推理 , 我 们 得 到 在 情况 (2) 下 ， 
el 一 (了 2 一双 0 了 0， 

以 4 表示 Go 的 顶点 集 ， 一 个 简章 图 G+* 定 义 划 下 : G* 的 顶 
扩 集 与 的 实 滞 ， 4 和 守 出 G* 的 一 子 图 ， 它 十 所 有 的 有 mw 个 顶点 
并 有 旦 无 大 点 完全 子 图 的 简单 图 中 间 的 极 图 ， 在 G* 内 .1 的 每 个 
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项 点 邻接 于 4o 的 每 个 顶点 , 最 后 , 4 是 G* 的 一 独立 顶点 集 . 

G* 不 含 十 1 顶点 完全 子 图 , 否则 , 这 样 的 一 完全 图 至 多 能 有 
一 个 顶点 在 4 内 , 而 在 此 情况 下 ,-G* 中 由 4 导出 的 子 图 将 含 一 个 
4& 顶点 完全 子 图 . 若 G* 的 边 数 是 e，G “的 由 4o 寻 出 的 子 图 的 边 
数 为 er 则 _ 

er 于 ef 及 6 十 (2 一 2o)20=e，、， 
由 于 G 极 大 ， 它 的 边 数 eo 十 6 至少 是 e， 但 仅 当 eo=e8 及 e:= 
(2 一 fo)7o 有 时, 这 才 是 可 能 的 , 这 就 必然 有 (1)7 和 (2)， 

因此 , (*) 及 命题 43 得 证 ， 对 于 这 一 命题 , 有 好 多 种 证 法 ， 它 
是 图 论 中 许多 问题 的 出 发 点 . 

对 于 命题 43 的 极 图 , 极 大 边 数 em,x， 下 列 关 系 成 立 ， 若 8= 
hxEi+m (0m<»): z 


1 2 2 Kk—1 mm 1 :8 一 1 1 :一 
@max 一 7 (nn nm 让 的 5 Wh 3 


mm 1k-l 1 2p 2 2 
十 Dp SzCmEh m—m kime) 


一 3 am), 
由 于 双 衬 0 及 天 人 入 ， 
1 ,££—1 
< 
Emax = 2 各 天 

因此 , 阁 

p(2) > 人 一 
对 于 和 顶点 的 简单 图 C 的 每 个 顶点 2 成 立 , 则 G 的 边 数 大 于 

1 太一 

2 有 


塌 1. 8, 必 大 于 emax。 因 光 据 命题 43，G 必 含 有 上 十 1 顶点 的 完全 
» 77 了 。 


子 图 ， 因 为 wp(2) 是 一 个 整 效 , ca 一 1 成 立 ， 当 且 仅 当 
p(D)>| mn 
因而 , 命题 43 的 下 列 推论 成 立 ( 见 命题 38 行 有 一 2): 
44.， 右 20 是 一 有 % 个 顶 扩 且 不 含 太 十 1 顶 扩 完全 子 图 的 简 
单 图 的 极 小 次 数 , 则 . 


注意 

”这 个 问题 的 极 图 是 那么 一 些 简单 图 , 它们 有 ”个 顶点 , 并 且 不 
含 £ 上 1 顶点 完全 子 图 , 它们 的 极 小 次 数 是 [xz(8 一 1)/ 本 .存在 大 量 
的 这 样 的 图 , 例如 , 命题 43 的 全 部 的 极 图 在 此 也 是 极 图 ， 并 且 , 若 
对 于 mw 宇 1， 我 们 删 去 关联 于 其 次 数 大 于 极 小 次 数 的 顶点 的 一 边 ， 
闭 些 图 仍然 是 极 图 不过， 从 顶点 数 为 4 的 最 可 能 均匀 分 布 图 
《2 32 2 中, 删 去 合适 的 边 ， 
将 不 产生 此 问题 的 所 有 可 能 的 极 
图 .例如 ,命题 38 的 五 边 形 , 不 
论 以 些 方式 得 到 ， 极 图 图 169 也 
不 能 以 此 方式 得 到 , 这 里 ,2 一 7 及 
3， 为 此 图 不 含 4 顶 点 完全 
于 图 , 且 ivmax 二 2, 但 有 7 个 顶 扩 
的 图 《ni ro, 0s2， 有 ivmax 二 3， 若 
从 此 图 删 去 东边 ，ivmax 三 3 仍 成 
东 ， 图 169 

现在 ， 我 着 重 考 虑 (问题 49 中 ) 命 题 43 在 几何 中 的 一 个 有 趣 

的 应 用 ， 
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回 题 

45， 考 虑 一 直角 三 角形 的 最 短 直 角 边 ，( 更 确切 地 说 : 长 度 不 
大 于 另 一 直角 边 者 ，) 求 证 : 该 三 角形 斜 边 的 长 与 此 边 长 之 比 不 小 
于 V2. 

46。 考虑 钝 角 三 角形 或 退化 三 角形 ( 即 三 顶点 共 线 的 情形 ). 
求证 上 一 命题 在 此 情况 下 可 推广 为 : 三 角形 最 大 边 长 与 最 小 边 长 
之 比 不 小 于 ~ 2 . 

47， 求 证 : 平面 上 任 4 点 中 , 可 有 3 点 联 成 一 直角 三 角形 ， 退 
化 三 角形 或 钝 角 三 角形 . 

48. 平面 上 的 4 个 点 中 , 任 两 个 点 间距 离 至 多 为 1， 求证 其 中 
有 两 个 点 , 其 间 的 距离 不 大 于 1/~V 2. 

49. 平面 上 的 3s 个 点 中 (s 宇 2), 其 中 任 两 点 间 的 距 至 多 为 
1， 考 虚 全 部 的 各 两 点 闻 的 距离 。 求 证 在 这 些 距离 中 ， 至 多 有 3s 
个 大 于 1/~v 2. | 

我 们 来 考虑 问题 生 中 的 直角 三 角形 ， 以 a ,5 与 依次 记 其 
两 直角 边 与 斜 边 ， 并 假定 e 三 5， 因为， 

c= 二 qa’ 十 b 二 2a5, 
所 以 ， 
一 宇 V3. 


为 解 问题 46, 我 们 假定 a 三 2 三 c, 对 于 一 钝 角 三 角形 或 退化 
三 角形 的 三 条 边 ， 因 为 , 在 同一 三 角形 中 , 大 边 对 大 角 , 所 以 , 角 C 
是 钝 角 (或 平角 )， 它 的 两 边 即 5 与 a. 让 边 a 与 2 绕 顶 点 C 旋 
转 , 使 角 C 减少 , 成 90°( 但 不 改变 a 与 5 的 长 )， 则 新 二 = 角形 的 第 
三 边 c 比 c 短 , 即 
ER 


° I/76* 


又 由 问题 45， 


二 V2.， 
0 
这 就 导出 z 
A 


在 问题 47 所 指 的 4 点 中 , 车 有 三 点 共 线 ， 则 产生 一 退化 三 角 
形 ， 因 此 , 以 下 可 假定 任 三 点 不 共 线 ， 以 线段 联结 4 点 , 就 得 到 一 
三 角形 或 四 边 形 ， 前 者 可 记 为 三 角形 Pi.PsPs( 见 图 170), 而 已 在 
此 三 角形 所 围 成 的 区 成 内 ， 因 为 无 三 点 共 线 ，P 到 此 三 角形 各 顶 
点 的 联 线 把 上 述 三 角形 划分 为 3 个 三 角形 ， 以 已 为 顶 点 的 三 个 
角 , 其 和 为 360"， 因 此 , 其 中 至 少 有 两 个 角 是 钝 角 ， 每 个 都 是 已 知 
4 点 中 的 3 点 所 联 成 的 三 角形 的 一 个 内 角 ， 另 一 方面 ， 若 已 知 4 
点 联 成 一 四 边 形 , 则 其 内 角 和 为 360"， 所 以 ， 至 少 有 其 中 的 一 个 
角 不 小 于 90"( 为 直角 或 钝 角 ), 它 属于 直角 三 角形 或 包 角 三 角形 ， 
后 者 由 4 点 中 的 某 3 点 组 成 . 


了 3 


P， P2 


图 170 
按照 问题 和 49 所 说 , 我 们 总 能 在 问题 48 的 4 个 点 中 找到 3 个， 
由 它们 组 成 的 -个 三 角形 是 直角 的 ， 钝 角 的 或 退化 的 。 若 对 于 边 
a, 6,c， 有 关系 a 三 b 护 c, 则 所 问题 45 及 46, 有 
ce ~ 一 一 
一 宇 MV 2. 
图 而 , a 2 三 ec。 因为 c 夺 1 显然 avV 5 三 1 所 以 
e 177 。 


命题 48 得 证 . 

为 解 问题 49, 定义 一 个 简单 图 G 如 下 : 以 平面 内 的 3s 点 集 作 
为 G 的 顶点 集 ， 如 果 两 顶点 间 的 距离 大 于 1// 2 , 则 此 两 顶点 邻 
接 ， 我 们 必须 证 明 , 图 G 至 多 有 3s? 条 边 ， 假 设 不 然 ， 据 命题 43， 
此 时 , G 含 一 个 4 顶点 完全 子 图 (这 里 ,mn=3s, 4=3 及 如 =0)、 由 
此 知道 (在 3s 个 顶点 中 ) 存 在 4 个 点 , 其 中 任 两 点 间 的 距离 大 于 
1// 了 , 但 这 矛盾 于 问题 48 的 结果 . 

于 是 , 作为 命题 43 在 几何 上 的 应 用 , 问题 和 9 获得 解决 ， 下 面 
的 评注 突出 了 此 结果 的 有 趣 的 特点 .我 们 来 考虑 一 有 单位 边 长 的 
正三 角形 ， 若 平面 上 的 3s 个 点 ， 被 放置 于 此 三 角形 的 三 顶点 上 ， 
使 每 个 顶点 , 有 s 个 点 与 之 重合 ， 则 三 角形 的 每 一 边 对 应 于 s 个 
线段 , 每 个 线段 联结 着 两 个 点 ， 因 此 , 点 对 之 闻 的 3s 个 距离 的 每 
一 个 都 等 于 1， 换 名 话说 , 能 在 平面 上 放置 3s 个 点 , 使 3s: 个 点 对 
间 的 线段 的 每 一 个 长 为 1; 但 据 问题 49, 不 能 有 3s:-1 个 线段 的 
长 大 于 1/w2，1/v 2 是 小 于 1 的 

练 习 

50. 设 。 及 % 是 正 整 数 ， 试 证 不 等 式 


2en < 一 2 十 外 
2e 二 8 3 


成 立 , 当 且 仅 当 | 
0 至 (e 一 1)(2e 一 2)， 
若 丰 第 二 关系 式 中 等 号 成 立 , 则 第 一 式 的 等 号 出 成 立 . 
51. 性 虑 命题 名 的 极 图 (2 大 国定 ,2 = 大 二 1 0 三 mw 之 6)， 求 
证 此 图 的 补 图 的 边 数 是 
* 178s 


《 儿 一 说) 和 十 锌 一 有 
28k 


52， 有 % 个 顶点 ,e 条 边 的 简单 图 G, 或 是 一 个 7% 顶 反 的 先 全 
图 , 或 它 的 每 个 分 支 是 相同 数目 的 顶点 的 完全 图 .求证 


2en 
2e 士 双 


下 列 练习 50 的 第 一 不 等 式 的 变换 系列 导出 第 二 不 等 式 : 
”fen<<2e’ 2ent+entn, 
3en2e’ 十 Nn? 
0 到 2e —3en 二 +n’, 
0 到 2e —2en—en+n, 
0<2e(e€e—7n)—n(e—7n), 
0<<(e—n)(2e—n). 
在 练习 51 中 提 到 的 极 图 的 补 图 有 个 分 支 ; 其 中 加 个 是 
% 十 1 顶点 的 完全 图 ， 而 一 ww 个 是 顶点 的 完全 图 ， 在 这 里 ,= 
(7 一 nm)/k。， 因 此 边 数 是 


. 1\ 
nF rm (=m mL 
2 2 < 2 


CVmin 一 


一 了 (十 2m 一 和 二 2 全 (n 一 tm 二 21m 一) 
(nm)(nim—%) 
28 
练习 52 的 图 G 的 每 个 分 支 有 瑚 个 顶点 ， 则 分 支 数 是 za/ 
最 然 , 对 每 个 分 支 有 , yonax 1, 因此 据 5. 28, co in 一 71--1 所 以 对 
于 整个 图 G, CVmin = ( (2/h)(h—1), 力 一 方 国 ， 


~_n/? )= ph—1)_n(k—1), 
h\2/ 2 2 
用 此 


9? 779 


2en 2 一 1 和 (1 1) 一 co 
ee ) 一 COmin 


在 全 部 ?个 顶点 。 条 边 的 简单 图 中 , 关于 值 cvmia， 下 列 命题 
指出 图 G 是 极 图 . 
33。 对 于 任 一 有 % 个 顶点 与 e 条 边 的 简单 图 


Mr 


2e+n. 
当 且 仅 当 CG 是 一 个 具有 % 顶 扩 的 完全 图 , 或 它 的 每 个 分 支 是 项 后 
数目 相同 的 完全 图 时 等 式 成 立 . / 

为 证 此 命题 ,， 设 G 是 一 个 % 顶 点 的 简单 图 以 G* 表示 G 的 
补 图 ， 设 e 表示 G 的 边 数 ， 到 是 一 个 数 ， 使 得 G* 含 一 顶点 的 
元 全 图 , 但 不 含 X 十 1 顶点 的 完全 图 ， 车 % = 好 十 tm 及 0 至 站 << 轴 
则 据 命题 和 及 练习 51， 


e 二 (一 入 ) (RT mE) 
2k 


车 m 二 0， 等 式 成 立 当 且 仅 当 G 的 每 个 分 支 是 一 及 顶点 的 完全 图 . 

因为 G* 含 一 顶点 完全 图 但 不 含 十 1 顶点 完全 图 , 对 于 图 
G, tvmax 二 Kk， 因此, 车 以 了 表示 对 于 图 G cvmin 的 值 ， 则 5. 28 天 
明太 == % 一 了 ,不 等 式 取 形式 / 

二 (人 mC 十 mm) 
2(8 一 J)  “ 
因为 0 三 mm 之 xn 一 j, 有 关系 tr 三 0 及 7? 一) 一 mm 人 0 因此 
Gm) +m) = + mn jn)nj, 
并 且 等 式 
(RC—m)(y mm) 一 天 7 

当 且 仅 当 n=0 时 成 立 ， 所 以 


ae)) 
+» J80 9 


由 此 


j= 2e 
”2e 十 1 


”在 此 , 等 号 当 且 仅 当 G 的 每 个 分 支 是 一 记 顶 点 的 完全 图 时 成 立 ， 
命题 .53 得 证 . 

作为 命题 53 的 一 个 应 用 , 我 们 来 证 

54， 寄 G 契 一 阐 单 图 ,有 个 项 以 写 e 条 边 , 则 


Ne 
CVmin 3 9 


ior 一 
ho. 


” 澡 且 仪 当 G 的 每 个 分 支 是 一 2 或 3 顶点 的 完全 图 时 等 式 成 立 . 
在 证 明 命 题 54 时, 不 失 一 般 性 ， 可 假定 图 G 是 连通 的 ， 因 为 
一 个 图 的 顶点 数 是 它 的 各 分 支 中 的 顶点 数 的 和 ， 关 于 它 的 边 数 及 
极 小 履 六 顶点 数 也 能 这 么 说 . : 
设 3 是 简单 连通 图 ， 有 ?2 个 顶点 及 e 条 边 ，j 是 对 于 G 的 
conin 的 值 . 者 2 = 则 7 =0. 因 此， 以 下 可 假定 全 2， 在 此 情 
况 下 , e 衬 1 因为 G 是 连通 的 . 命题 53 表明 
j 王 


等 式 当 且 仅 当 G 是 一 % 顶点 的 完全 图 时 成 立 ， 但 ， 据 练习 50， 
LER -E+ 
2e+n 3 


等 价 于 
0 去 (4e 一 人 (2e 一 如)， 


站 此 ,者 e 三 %, 后 一 不 等 式 可 推出 二 一式 , 所 以 


这 里 , 等 式 当 且 仅 当 e 二 % 且 6G 古 一 2% 顶点 的 完全 图 则 成 六 ， 但 
在 此 情况 下 
(2 
一 %， 
2 


即 , n(n 一 3)==0, 由 此 = 二 3, 即 G 是 一 3 顶点 完 全 图 . 

若 e <n, 则 e 二 2 一 1, 因为 G 是 连通 的 ( 见 第 二 谷 的 第 一 段 )， 
因此 , 据 2.5G 是 一 棵 树 ， 所 有 的 树 是 双 图 (因为 , 此 外 ， 它们 不 从 
任 一 柯 数 长 回路 ) 所 以 

?SA]2. 
由 于 ?之 2， 


我 们 容易 证 明 当 且 仅 当 % =2， 即 6G 是 一 个 2 顶点 完全 图 时 ， 
(ei+n)/3=7. 


于 是 , 合 题 54 得 证 。 
以 下 我 们 把 偶数 与 奇数 长 的 回路 ， 分 别 简称 为 偶 回 路 与 奇 
回路 . 


命题 38 的 全 部 极 图 , 除 五 边 形 外 都 是 双 图 , 所 以 , 不 会 有 任 一 
奇 回路 ， 震 一 简单 图 , 有 2 个 顶点 , 不 含 一 长 小 于 28 十 1 的 奇 回路 
(全 2， 整数 )， 则 也 不 含 三 角形 .在 这 些 图 内 ， 棚 小 次 数 至 多 为 
[2/2j. 符 我 们 考虑 一 多 边 形 ,2=5, 极 小 次 数 又 是 [2/2]， 但 仅 当 
2 时 此 图 性 于 刚才 提 到 的 图 组 ， 因 此 ， 我 们 能 把 命题 38 推广 
区 下: 

55， 设 具有 个 顶点 的 简单 图 不 含 长 小 于 26 十 1( 宇 2, 整数 ) 


Dg ea er arr rr Mr 
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极 图 (这 里 , 等 式 成 立 )， 于 的 每 个 值 是 《| 多 | 3 om 


ee ha a ee eae ee er aa ea ea a Pea ba er eae ee Hee Hee Pea ha deta satis 


hme te J rr ee en er 万 多 0 及 0 小 和 伍 企 加 有 入 辐 


1 ya 的 图 ivmax = jl 对 于 五 边 形 


ivmsx 二 2， 因 此 , 在 命题 55 的 极 图 中 , 不 等 式 ivmax 达 2/2 仅 对 五 
边 形 成 立 ， 它 对 应 于 =2 的 情况 ， 关 系 式 ivmsx 之 4/2 表明 图 含 
一 奇 回路 一 一 如 在 本 章 开 头 所 已 证 的 ， 以 下 我 们 考 察 , 一 个 “ 短 ” 
奇 回路 的 存在 (也 许 是 最 短 的 一 个: 三 角形 ) 能 否 由 选取 一 简单 图 
的 次 数 或 边 数 , 使 之 充分 大 , 或 由 限制 (或 固定 )ivmsx 的 值 , 来 加 以 
保证 .下列 概念 会 是 有 用 的 : 

设 m 宇 3， 以 (1, 22,…, nm)) 表示 一 简单 图 ， 它 具有 下 述 性 
质 : 两 两 不 交 的 顶点 集 B1, Bs,…, B 一 起 构成 图 的 顶点 集 ; 集 B， 
内 的 预 点 数 是 ni(t 一 1， 2， “"", 712 ) 每 个 集 B, 是 一 独立 顶点 集 ; B， 
的 每 个 顶点 邻接 于 B41 的 所 有 @ 
顶点 (对 于 了 一 上 2,…, m 一 1)， 
”而 Bn 的 每 个 顶点 邻接 于 B, 的 所 
有 顶点 ， 这 样 的 图 可 以 用 图 形 来 
表示 ， 图 形 的 结构 类 似 于 《ni xz， 
“… 1m》 型 的 图 . 图 171 对 应 于 图 
((n1, 2, Ns, Ra, Ns) ) ， 图 171 

回路 及 的 一 条 弧 指 的 是 仅 由 的 边 组 成 的 一 条 路 , 回路 及 的 
一 条 弦 则 指 这 样 的 一 条 路 , 其 端点 属于 K, 但 其 边 与 内 点 均 不 属 十 
到 .一 -条 长 为 工 的 总 常常 叫做 回路 的 一 条 对 角 线 , 


练 习 


96， 找 出 确定 (Cn Rw2,…，nm)) 型 的 一 个 图 的 ivmsx 的 方法 
183. 


57, 设 f 与 4 是 整数 有 f 宇 2 及 1s4dSf/2. 试 确定 图 


(于 了 十 于 二 多， 地 十 导 ) 的 ivmax， 找 出 此 图 的 极 小 次 


数 (显然 , f/2 及 1/14+ Qf2 假定 为 整数 ，) 


问 是 页 
58.， 设 简单 图 G 有 几 个 顶点 ， 不 含 二 角形 ， 以 了 表示 G 的 一 
有 极 小 长 度 的 奇 回路 ,mm 表示 长 的 长 度 ， 求 证 下 列 命题 : 
(a) 若 回 路 KK 的 一 长 为 的 弦 的 端点 ， 把 回路 切割 成 长 度 分 
别 为 hh, Gh, 的 两 个 弧 ， 则 太 不 能 小 于 hi 同时 又 小 于 h;. 
(5) 以 2 表示 C@ 的 任 一 顶点，2 至 多 有 两 条 边 联 结 于 五 的 顶 
点 .车 天 的 顶点 2 与 P 都 邻接 于 2， 则 在 21 与 2 则 的 法 之 一 长 
为 2(? 可 属于 K). 
(c) 以 pb pp ……， om 表示 所 的 顶点 的 次 数 ， 让 我 们 考虑 G 中 
的 郊 个 顶点 : 2，22 2 并 以 到 , 记 联 结 p; 与 五 的 顶点 的 边 数 (1 
=1 2…2)，、 求 证 :， 
Pi pet pm= pi 
”59.， 设 在 具有 几 个 顶点 而 不 含 三 角形 的 简单 图 内 固定 值 
ibmax 使 得 ivmax 一 f 三 n/2， 求 在 这 些 图 中 极 小 次 数 的 极 大 值 , 并 
| 
， 求 出 使 io 二 jay/2 不 含 三 角形 ， 有 2%# 个 顶点 的 简单 
轩 内 的 蛋 大 边 数 : 
61. 访 对 于 有 ?7% 个 顶点 而 不 含 三 角形 的 简单 图 G，svnm4x = 二 
县 8&=2f+10 空 2)， 求 证 G 内 的 边 数 至 多 为 有 十 1 


设 G 交 示 练 习 56 中 的 (Cz, 12,…，nm)) 型 的 图 ， 若 考虑 G 的 
" 13 了， 


每 个 集合 B; 中 一 个 任意 的 顶点 , 则 得 到 G 中 的 长 为 zm 的 一 回路 下 

的 顶点 ， 基 中 任 [m/2j 个 独立 顶点 构成 中 一 极 大 独立 顶 扩 集 .大 

了 是 五 中 一 极 大 独立 顶点 集 , 含 有 五 的 一 顶点 的 全 部 的 集 B, 与 了 

一 起 ， 则 得 到 G 内 的 一 独立 顶点 集 ， 易 证 G 的 任 一 极 大 独立 顶点 

集 出 现 于 G 的 这 些 ( 独 立 ) 集 中 ， 所 求 的 ivmsx 的 值 能 以 此 法 确定 . 
由 此 , 练习 57 也 易于 得 解 : 由 于 4 三 1/2， 


且 , 由 于 [m/2]=2， 显 然 ，ipmsx= 三 十 二 = 大 在 Bi 中 一 顶点 的 
次 数 即 在 集 Bi 与 集 Bi 中 顶点 数 的 和 , B; 与 B, 是 “邻接 于 B,” 的 . 
于 是 , 应 用 上 面 的 关于 极 小 次 数 we 的 不 等 式 , 我 们 得 到 
po 

因为 问题 58 的 回路 天 是 奇 回路 , 在 (a) 中 的 数 入 与 如 之 一 是 
奇数 , 而 另 一 则 是 偶数 ， 因 此 ， 长 为 天 的 总 与 长 为 妨 或 如 的 一 红 
构成 一 奇 回路 , 车 <hh 与 < 有 i, KK 就 不 能 是 极 小 的 . 

由 于 G 是 一 简单 图 , 命题 (a) 表 明 玉 没有 长 为 1 的 弦 

翁 六 命题 (5) 不 真 , 假设 天 的 任何 三 顶点 wu oo ai 邻接 于 G 的 
顶点 ?。 所 上述 结果 , 2 不 能 属于 KK. (现在 我 们 考虑 图 172) 顶点 
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as 把 回路 下 分 成 三 个 纪 ， 每 个 的 长 骏 少 为 2, 因为 G 中 无 三 角形 
但 K 是 奇 回路 , 所 以 这 些 弧 长 中 至 少 有 一 不 小 于 3， 因 此 , 项 后 后 
中 有 两 个 (比如 说 , qi 与 a;) 把 不 分 成 两 个 缴 , 每 个 长 不 小 于 3. (此 
两 个 弧 的 边 分 别 用 泪 线 与 细 线 表示 . ) 但 边 {a 了} 与 {29，42} 构 下 的 
成 长 为 2 的 弦 , 巴 盾 于 命题 (0). z 

合同 (8) 的 第 二 部 分 由 (4) 及 G 中 没有 三 角形 这 一 事实 所 推 
出 . 

为 证 命题 (ec), 让 我 们 删除 G 的 不 邻接 于 下 的 顶点 的 边 ， 以 9 

表示 新 图 , e 记 其 边 数 ， 根 据 命题 (5)，e 至 多 为 mn 十 2(n 一 m).K 
没有 长 为 1 的 弦 ， 和 pi 十 pz 十 … 十 pm 比 e 大 m, 因为 及 的 边 被 计 
算 了 两 遍 ， 而 所 有 其 余 的 边 只 数 了 一 遍 ， 全 部 在 Ce 中 而 不 在 五 内 
的 顶点 构成 一 独 工 顶点 集 ， 同 理 , 和 幼 十 名 十 … 十 功 。 也 等 于 e 十 
m; 因此 , 它 至 多 为 m 十 2(n 一 m) 十 m= 二 2n. 

为 解 余下 的 问题 , 假定 除 命题 55 的 条 件 外 , 有 不 等 式 fomsx< 
3/ 2。 可 证 得 下 列 命题 : 


yi ri ras gee ep, ee pe mu wu er 
era rr oo ee Phe wwe eg er SS aoe “ep wire ua wp ea ma age 


ie ri ns up 


rt es rr rr rare Per ur ur A A Pr 


er vi ne oem cmsire pc re enum cr | 


G 含有 奇 回路 ( 见 本 章 开 头 部 分 的 推理 )， 以 表示 如 的 一 有 极 小 

长 度 的 奇 回路 ， 而 2m 十 1 为 的 长 ， 此 时 , m 宇 b， 以 1，42, 

a:m+i 依次 地 表示 沿 回 路 KK 的 顶点 ， 由 于 go 是 G 中 的 极 小 次 数 ， 
pa) 宇 po (i=1,2,.……., <m 十 1), 
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因此 ,六 的 顶 反 的 次 数 和 至 少 是 
(21m -HF1) po. 
以 V; 记 把 G 的 顶点 3; 联结 于 回路 友 的 边 的 条 数 ， 应 用 上 述 的 结 
果 及 问题 58 的 命题 (c) 与 (2) 便 得 下 列 关系 : 
(2m+1)gpoEp (0) tp (a) tp amri) 


一 为 十 加 十 … 十 儿科 20， ; 

因此 ， 

on 2n 

< < 
9 0 一 77 十 工人 27 二 
在 此 关系 中 等 式 
2n 
Po 38 二 1 


仅 当年 一 为 中 每 个 顶点 的 次 数 是 2a/(28 十 1), 且 车 GQ 的 每 个 顶 
点 恰 邻 接 于 天 的 两 个 顶点 时 成 立 , 车 考虑 这 些 两 顶点 中 的 任 两 顶 
点 间 的 下 的 两 条 弧 , 据 问题 58 的 命题 (5), 其 中 之 一 的 长 为 2. 

现在 假设 等 式 是 成 立 的 ， 此 时 ，G 的 顶点 可 叭 一 地 分 解 为 集 
Bi, D2 Bat 如下: 车 我 们 把 下 标 0 与 28 十 1 以 及 1 与 28 十 2 
分 别 看 成 是 一 回 事 ; 则 一 个 顶点 ?， 车 它 在 中 的 两 个 邻接 点 是 
Qi-1 及 ai ， 则 2 属于 Bi. 这 类 分 解 之 一 ， 如 图 173 所 示 ， 其 中 
# 二 14, 二 3( 此 图 不 是 一 个 极 图 )， 玉 的 边 以 粗 线 标 出 ， 下 列 性 质 
是 可 以 理解 的 ， 每 个 集合 B; 是 G 的 一 个 独立 顶点 集 , 因为 图 G 不 
含 三 角形 . 车 天 的 任 一 顶点 m 与 B; 中 的 任 一 顶点 交换 ， 就 得 到 
G 中 一 个 长 为 2 十 1 的 新 间 路 ， 在 此 分 解 中 可 候 定 新 加 路 与 的 
作用 相同 ， 因 此 ，B; 的 任 一 顶点 邻 刻 二 B41 的 每 一 顶点 与 B,,， 
的 每 一 顶点 ， 但 无 别 的 邻接 点 ,还 有 ， 每 个 顶点 的 次 数 都 是 
2n/(2k--1)， 因 此 ， 车 > 表示 B, 中 的 顶点 数 ， 则 B, 的 每 个 顶点 
的 次 数 等 于 zzivt 因此 , 产生 下 列 等 式 : 

e。 387。 


， 若 11 一 J| ==2. 


Ti 二 2 一 — 


车 , 例如 下 列 两 方程 相 减 


1 十 28 一 


2 


_ 21 
24 十 1 
我 们 有 
21 一 25. 
司法 (把 有 相同 未 知 数 的 方程 相 减 ) 得 关系 
Zi 一 2a = 1 
这 些 量 中 的 任 两 者 之 和 为 22/ (28 二 11) 因此 ， 每 一 个 都 等 于 
n/ (2k+ 1). 从 而 ， 若 n; 二 %/ (2 十 1)， 则 G 是 ((W, 322 25+1)0) 弄 
的 图 ， 对 于 图 G, 现在 我 们 容易 证 明 


一 8 
Smax ai 2k 2° 


命题 62 得 证 . 


讽 G 是 符合 问题 59 的 条 件 的 图 区 go 是 G 中 的 极 小 次 数 , 
,188 ， 


若 卫 吉 示 G 中 的 一 极 大 独立 顶点 集 ， 工 是 G 的 不 属于 天 的 项 成 的 
集合 ,含有 fF 个 项 点 , 而 对 于 五 的 任 一 项 点 2 


vp(7)SEn—f. 
因此 ， 
Pon 一 f. 
这 里 , 当 且 仅 当 对 于 G 的 每 个 顶点 2， 
op(?) 宇 n—, 


时 等 式 成 立 , 这 表明 了 的 每 个 顶点 邻接 于 工 的 全 部 的 顶点 ; 由 此 推 
知 工 也 是 一 独立 顶点 集 ， 因 为 G 不 含 三 角形， 此 冉 ， 我 们 必 有 
n 一 了 三 f, 因为 了 是 极 大 的 , 从 G 的 性 质 知道 , 三 %/2， 因 此 ，F 的 
顶点 的 次 数 2 一 至 多 等 于 工 的 顶点 的 次 数 f. 
于 是 - 
Pon Cf. 
作为 问题 59 的 一 个 解 , 得 到 下 列 命题 : : 
63， 设 8 是 有 nn 个 顶点 具 不 含 三 角形 的 简单 图 ， 设 ivmsx =f 
三 22, 则 对 于 G 的 极 小 次 数 pw 
. pon 
车 iVmax 的 是 小 1 的 定 值 ， 则 对 应 的 问题 更 为 困难 问 
题 仅 当 值 是 “靠近 n/2” 时 得 解 , 例如 , 若 n=2f -+d 且 1&4 导 /2. 
比 时 , 了 与 2/2 间 的 差 小 于 n/10， 因 为 , 不 等 式 表 明 关 系 
2n/5 三 f<n/2. 
大 以 nn 一 2f 将 换 d; 是 
: n/2—2n/5=n/10. 
人 下 让 命题 是 正确 的 . z 
和 


A a 


不 存在 别 的 极 图 . 

练习 57 的 解 ， 引 导 到 结果 : 车 w。 达到 上 界 ， 这 些 图 实际 上 
是 极 图 .有 关 没 有 别 的 极 图 的 证 明 从 赂 .这 多 少 要 费 点 事 ， 留 给 
读者 去 证 . | 

为 证 命题 64 中 对 于 go 的 不 等 式 ， 以 到 表示 G 中 的 一 极 大 独 
立 顶 点 集 ， 卫 与 工 中 的 顶点 数 分 别 为 1 与 1+d， 由 于 f+d>> 
G 中 被 工 导 出 的 子 图 含 某 些 边 ， 我 们 设 {a1, os} 是 其 中 之 一 ， 因 为 
G 不 含 三 角形 ， 此 两 顶点 不 能 有 任何 公共 邻接 点 ， 因 此 ， 其 中 之 
一 ,比如 说 a,, 至 多 邻接 于 也 的 f/2 个 顶点 ， 以 与 工分 别 表示 
在 也 与 工 中 的 邻接 于 w 的 顶点 的 集合 .以 Fi 记 在 闻 中 而 不 在 刺 
中 的 顶点 的 集合 , 并 类 似 地 定义 王 ( 见 图 174)。 由 于 到 是 极 大 的 ， 
下, 至 少 包含 一 顶点 5， 以 及 与 二 分别 表 示 本 与 二 的 顶点 数 . 
在 此 情况 下 , f 三 f/2, 5 中 的 顶点 数 是 fd 一 
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图 174 
Pp(a) =i+fi. 
对 于 G 的 任 一 顶 点 2， 
PLD) 之 OP0， 


。 II90， 


因此 , ai 与 5 的 次 数 和 至 少 是 2po， 因 为 了 如 独立 , G 不 含 三 角形 ， 
F, 的 任 -顶点 的 全 都 邻 接点 都 在 Ls 中 ， 因 此 ， 对 ,的 任 一 顶 
把 
PO)Ef ta—i. 
因而 
200o 和 2(D) 十 Do)Sf 4 一 站 十 站 十 矿 三 帮 上 《十 让 


Efratf/2= ta, 


这 表明 
po 
问题 60 的 图 不 含 三 角形 ， 据 问题 35, 关系 式 
eS (n—))f 
对 极 大 边 数 成 立 ， 问 题 35 的 极 图 是 < 2 一 六 太 > 型 的 ， 全 部 这 样 
的 图 含有 2 一 了 个 项 点 的 一 个 独立 集 ; 因此 , 据 f 的 极 大 性 ,不等式 
% 一 了 于 必 成 立 ， 另 一 方面 , 这 也 可 由 条 件 三 /2 推出 . 由 于 这 
些 图 不 含 奇 回路 , 我 们 同时 还 得 到 : 
65. El 简单 图 有 个 顶点 与 e 驮 这 使 得 tpmax 二 全 14/ 2， 并 
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裔 图 (此 时 等 直 成立) 是 那 丝 <n- 玫 /> 型 的 图 ， 不 在 在 别 的 
极 图 . : 

车 改变 一 下 问题 ， 要求 <%/2， 则 解 还 不 大 清楚 ， 且 更 为 轩 
难 ， 这 样 的 情况 发 生 于 问题 6 即 8=2, 了 = (n 一 1)/2， 以 了 表示 
在 此 图 G 中 的 一 极 大 独立 顶点 集 ， 以 工 表示 在 & 中 而 不 在 正中 的 
顶 反 的 集合 . 尺 与 工 内 的 顶点 数 分 别 是 了 与 了 1， 因 为 了 1> 站 
G 中 由 工 守 出 的 子 图 含 荣 些 边 ; 设 {a, a2} 为 其 中 之 一 ， 因 为 G 不 
傅 三 角形 , 此 两 顶点 不 能 有 一 公共 邻接 点 ， 这 样 ai 与 gz 至 多 共有 

es T97。 


FK 中 的 了 个 邻接 点 ， 上 以 穴 示 工 的 不 同 于 ai 与 @; 的 顶点 的 集合 
( 见 图 175)2Y 中 的 顶 反 数 是 1 一 1， 据 命题 17，G 的 每 个 顶点 的 次 


数 至 多 为 f; 因此 , 至 多 能 有 (f 一 1)f 条 边关 联 于 I* 的 顶点 ， 考 虚 
图 175 中 的 边 , 数值 上 至 多 为 -+1, 关联 于 L* 的 顶点 的 每 条 边 ，G 
的 全 部 的 边 至 少 被 算 上 一 次 , 因此 
eSft1lit+(f—D)f=f+1, 

此 结果 含 于 下 面 的 命题 中 . 全 此 售 题 中 所 提 及 的 图 实际 上 都 是 极 
图 , 且 无 别 的 极 图 .但 其 证 明 留 给 读者 . 

65， 对 于 有 民企 顶点 与 e 条 边 而 不 含 三 角形 的 简单 图 若 
名 一 -2 二 1 全 2 及 $vmax =J, 则 

e+1, 

极 图 (此 时 入 家 式 成 立 ) 是 那些 ((%1，?s， Ns, Was -更 的 图， 其 中 
1 人 m1/2, ;2%2 一 一 了 一 1 ， "Ns 一 =: 一 一 各 1 各 4 一 =%5 王 1， 励 无 州 的 极 图 ， 


用 图 176 表示 这 些 极 图 ， 其 中 全 分 别 等 于 1 与 了 /2. 
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回 题 

87 图 的 序列 C, Gs，… 定 义 如 下 : G1 是 一 个 顶点 的 完全 
本 (4 三 2)， 为 了 得 到 Go, 我 们 考虑 一 个 与 G1 无 公共 顶点 的 新 的 下 
顶点 完全 图 ， 然 后 ， 我 们 粘 合 每 图 的 一 顶点 而 把 它们 联结 在 一 起 . 
又 粘 合 Ga 的 一 顶点 及 大 顶点 的 新 完全 图 的 一 顶点 而 得 Gs (先前 与 
Ga: 无 公共 顶点 )， 以 下 的 图 可 类 似 地 导出 (例如 , 图 177 所 示 的 Gu 
对 于 二 4). 求证 Cn 的 边 数 是 (一 D4/2, 其 中 % 是 Go 的 顶点 数 ， 
又 证 Go 不 含 长 度 大 于 大 的 回路 ， 


图 177 
68， 求 证 : 至 少 有 5 个 顶点 的 简单 迷 通 图 ， 若 它 的 每 个 顶点 
的 次 数 至 少 为 2, 必 含 一 长 为 4 的 路 . | 
”69. 求证 : 任 一 简单 图 ， 有 8 个 顶点 及 多 于 12 条 的 边 , 必 含 
一 长 为 4 的 路 . 


者 问题 67 的 图 Cu 有 2% 个 顶点 , 则 
n=k+(m—1) (km—1). 


一 】 
所 以 ，G 中 的 边 数 是 


2 )= 3 
EI\2/™ 2 


易 证 粘 合 顶点 是 问题 67 的 图 的 割 点 ， 象 这 样 地 *“ 割 ?一 顶点 ， 
93 s 


就 使 原来 的 况 状 ( 粘 合 这 些 顶点 以 前 ) 得 以 恢复 : Go 产生 一 有 mm 个 
分 支 的 图 , 其 每 个 分 支 都 是 个 顶点 的 完全 图 . 

图 Gw 是 分 离 的 ,不 同 的 “ 块 ” 拼 成 的 ， 图 分 解 为 块 可 一 般 地 
来 考察 ， 先 以 和 (mm >0) 表 示 图 中 一 顶点 2 的 次 数 . 删 去 顶 反 2 
及 它 的 关联 边 的 端点 ， 放 上 和 个 新 顶点 ， di1, do "°°, dm 使 在 关联 于 
2 的 边 一 问 关 联 于 一 新 顶点 9;:， 帮 这 些 顶 点 4 中 的 某 些 属于 此 
新 图 的 同一 分 支 ， 则 把 它们 粘 合 于 单个 的 公共 顶点 ， 称 所 得 的 图 
是 截 割 顶点 了 P 所 成 的 图 ， 图 178 分 步 地 演示 截 震 2 的 过 程 ， 显 


图 178 

然 图 经 截 割 顶点 了 而 有 所 改变 当 且 仅 当 p 是 G 的 含 p 的 分 支 中 
的 一 割 点 . 

让 我 们 考虑 这 样 的 一 个 顶点 ?,， 它 是 图 G 中 一 个 分 支 的 出 
点 ， 截 割 此 顶点 产生 图 G,， 然 后 ， 让 我 们 通过 截 割 G, 的 顶点 名 
来 构造 图 G,，P; 是 G1 的 一 分 支 内 的 一 个 割 点 ， 尽 可 能 地 继续 这 
一 过 程 ， 以 G, 表示 这 些 图 的 最 后 一 个 ， 并 以 KK1, 天 。…, 天 表示 
它 的 各 分 支 ， 每 个 天, 是 连通 的 ， 且 均 无 割 点 ， 让 我 们 标 出 G 中 
属于 KK, 的 边 及 其 端点 ， 以 T, 表示 G 的 由 标 出 的 顶点 及 边 组 成 
的 子 图 (=1 2,…, m)， 车 K, 只 含 一 单个 的 孤立 顶点 ， 则 令 TZ， 
恒 同 于 它 , 称 子 图 TT,…, Tn 为 G 的 块 ， 每 个 块 是 连通 的 ， 任 
一 块 中 均 无 割 点 ， 可 以 证 明 同 组 的 图 KK; 总 能 得 到 相同 的 块 ， 与 
所 选 的 截 割 的 顶点 之 顺序 无 关 ， 显 然 ，G 的 每 边 恰 属于 KK, 之 一 ， 
° 了 9 和 。 


所 以 俗 属于 图 的 一 块 . 车 @G 的 回路 下 的 一 顶点 ? 于 某 特 定 的 一 区 
被 截 制 ， 则 五 的 边 在 截 割 后 成 一 条 路 ， 它 的 端点 在 新 图 中 重新 得 
到 组 合 . 因而 , 在 天 是 图 G 的 一 回路 , 则 天 的 全 部 的 边 属于 G 的 同 
一 决 . 因为 截 割 一 顶点 p， 当 且 仅 当 2 是 弛 的 一 分 支 中 的 割 点 时 
图 G 才 改 变 ， 每 个 割 点 将 出 现 于 至 少 两 块 肉 ， 周 时 所 有 别 的 顶点 
恰 出 现 于 一 块 内 ， 例如， 图 179 的 图 的 块 ， 标 上 数字 对 应 于 同一 
块 的 边 . 此 图 有 14 块 ( 扳 立 顶点 是 其 中 之 一 )， 割 点 以 黑 点 来 表 
示 . 间 题 67 的 图 G,, 有 m 块 , 其 中 每 块 是 一 个 有 顶点 的 完全 图 . 
,11 


图 179 

一 个 图 的 块 的 概念 用 于 说 明 命 题 72 的 极 图 . 

为 解 问题 68, 我 们 观察 得 图 G 含 一 回路 ， 据 1. 23, 阁 G 有 一 
长 至 少 为 5 的 回路 ,于 是 存在 一 长 为 4 的 路 . 若 G 的 最 长 回路 之 
一 龙 四 边 形 , 据 1. 25， 则 图 180 的 图 作为 一 子 图 含 于 G， 在 此 情 
襄 下 ， 存 在 一 长 为 4 的 路 ， 如 粗 线 所 示 . 最 后 ,车 G 的 最 长 回路 
契 一 三 角形 , 则 存在 图 181 的 子 图 .因为 5 的 次 数 至 少 为 2 它 有 


a 2 


图 180 图 181 
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一 邻 点 c, 异 于 qa. 但 6c 也 蜡 于 4; 与 as, 因为 否则 就 存在 一 长 为 4 
的 回路 ， 因 此 ， 在 G 中 含有 如 图 182 的 子 图 ， 其 中 有 一 长 为 4 的 
路 , 如 粗 线 所 示 . 


图 182 


ja 我 们 采 证 下 列 间 题 68 的 推广 : 
0， 若 一 连通 简单 图 ， 至 少 有 2 十 1(k 宇 1) 个 顶点 , 每 个 顶点 

的 次 数 委 少 训 则 图 合用 为 双人 了 

以 工 表 示 图 G 的 一 极 长 的 路 ，G 满足 此 命题 的 条 件 , 并 设 ol， 
4 …，0n 表示 沿 忆 的 顶点 .我 们 需 证 mm 将 2 二 1， 假设 不 然 ， 即 
m 三 2%， 因 为 工 是 极 大 的 , 全 部 的 @ 与 am 的 邻接 点 必定 出 现 于 路 
卫 的 顶点 中 国 ， 将 证 明 存 在 一 个 下 标 ;使 得 o 邻接 于 an 有 旦 ae 
邻 挨 于 qi:。 因 而 得 到 一 长 为 m 的 回路 ( 见 图 183 中 的 粗 线 )， 因 
为 , 至 少 回 路 的 顶点 之 一 必定 分 接 于 不 在 回路 内 的 一 顶点 ( 见 命题 
1. 25, 因为 G 是 连通 的 )， 这 就 存在 一 长 为 十 1 的 路 , 因此 , 矛盾 
于 工 的 极 大 性 . 

若 不 存在 这 逢 性 质 的 下 标 ， 则 o 不 能 邻接 于 观点 oj 4y41 是 
4; 的 后 继 硕 点 , 这 里 a; 邻接 于 a%n， 因 此 ， 由 于 awm 在 工 内 至 少 有 1 
个 邻接 点 , 至 少 存在 工 内 的 个 顶点 , 不 能 邻接 于 a,/， 或 甚至 在 工 
内 至 少 有 十 1 个 顶点 有 具有 此 性 质 (因为 ai 也 在 其 中 )， 所 以 ,a 
至 多 能 有 2 一 (十 1) 三 有 一 工人 个 在 工 内 的 邻接 点 ， 这 是 一 全 矛盾 ， 
因为 全 部 的 @ 多 邻 点 (数目 至 少 为 和 必 在 忒 内 ， 

为 了 解 问题 69, 以 G 表示 一 简单 图 , 有 8 个 顶点 及 多 于 12 条 
边 ,假设 没有 长 为 4 的 路 ， 荐 全 部 的 G 的 顶点 的 次 数 至 多 为 3, 则 
9 IJ96 
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图 183 
G 至 多 有 8x3/2=12 条 边 ， 因 此 ，G 有 次 数 至 少 为 4 的 一 顶点 ， 
即 G 有 一 至 少 为 5 个 顶点 的 一 个 分 支 ， 车 这 么 一 个 分 支 和 的 每 个 
顶点 的 次 数 至 少 是 2, 据 命题 70, 则 G 包含 一 长 为 4 的 路 ， 因 此 ， 
G 内 必 存 在 一 次 数 为 1 的 项 点 P1， 让 我 们 删 去 D1,， 以 及 关联 于 它 
的 边 ， 产生 的 图 @ 有 7 个 顶点 ， 多 于 11 条 边 ， 不 含 一 长 为 4 的 
路 . 同 理 可 知 ，C; 必 有 一 次 数 为 4 的 顶点 ， 并 且 因 而 有 次 数 为 1 
的 一 顶点 ?2， 从 G, 删 去 Ps 以 及 关联 于 它 的 边 ， 产 生 一 图 Gs, 也 
能 证 明 有 一 次 数 为 1 的 顶点 7s， 删 去 了 它 售 得 图 G3 有 5 个 顶点 
及 多 于 9 条 的 边 ，Gs 不 能 是 一 完全 图 ， 否 则 于 其 中 将 有 一 长 为 4 
的 路 ; 因此 , 它 不 能 有 多 于 9 条 的 边 , 这 是 一 个 矛盾 . 

我 们 可 以 注意 , 存在 一 简单 图 有 8 个 顶点 及 12 条 边 , 没有 长 
为 4 的 路 ， 此 图 有 两 个 分 支 ， 其 中 的 每 个 都 是 一 个 4 顶点 的 完全 
图 . 

现在 , 我 们 证 明 问 题 69 的 下 列 推广 : 

71， 车 一 简单 图 有 个 顶点 ， 不 含 长 度 大 于 的 路 (4k 宇 1)， 


ee 
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施 支 是 一 不 下 十 1 疙 -而 训 允 完全 四 不 在 下 吕 人 机 
此 命题 将 对 n 用 归纳 法 证 明 ， 同 时 天 是 固定 的 ， 若 双 妥 有 十 1 
由 7 一 共存 (之 1 则 所 考虑 的 图 不 能 有 一 长 度 大 于 天 的 路 , 它 的 


也 数 圣 多 等 于 ?顶点 的 完全 图 的 边 数 , 即 ， 


ee 
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这 里， 当量 仅 当 若 图 是 一 有 8 十 1 个 顶点 的 完全 图 时 等 式 e 王 Mg /2 
现在 , 我 们 假设 2” 与 > 是 国定 的 , 丰 之 1 2 之 8 十 1， 并 假设 我 们 
的 命题 对 于 此 天 的 值 ， 以 及 对 于 少 于 2 个 顶点 的 每 个 图 成 立 ， 我 
们 将 对 于 2? 个 顶点 的 全 部 简单 图 证 明 命题 . 以 表示 有 1 个 顶 
所 ,2 条 过 ,无 长 度 大 于 大 的 路 的 简单 图 , 
百 先 ， 我 们 假设 G 是 个 连通 的 ， 夫 GQ, C2， … 开 示 G 的 分 支 ， 

对 于 一 切 忆 在 是 G 的 项 点数, 则 据 假设 命题 71 显然 对 每 个 
分 支 是 真 的 , 因为 没有 一 个 能 包含 一 长 度 大 于 天 的 路 ， 因 此 
Co 二 _nb 

人 
日 等 式 ee 二 nk/2 是 当 且 仅 当 每 个 图 G 是 有 4 十 1 个 顶点 的 完全 图 
有 时 成 并 . 

现在 , 假设 图 G 是 连通 的 .我 们 将 证 明 在 G 内 存在 一 顶点 ? 
使 得 


e+ 


p(7) EL/2. 

“在 证 明 它 的 在 在 后 ,命题 将 以 下 列 方式 导出 : 我 们 从 G 删 去 顶点 
了 以 及 所 有 关联 于 它 的 边 ， 得 到 一 个 新 图 G， 此 图 有 2 一 1 个 顶 
点 , 它 的 路 设 有 一 条 是 长 度 大 于 天 的 ，G 不 能 含 一 个 2 二 1 顶点 的 
宛 全 子 图 , 否则 , 据 命 题 1. 25， 此 子 图 长 为 £ 的 路 之 一 能 扩大 为 G 
内 长 为 8 十 1 的 一 条 路 . 因此 , 据 假 设 , 对 于 G 的 边 效 eo, 下 列 关 系 
正确 
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岗 此 


e 一 p(2) 十 eo<<- 过 + > 
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所 以 ， 还 需 证 明 G 有 一 次 数 不 大 于 /2 的 顶点 ， 让 我 们 假设 不 
然 ， 有 两 种 铺 况 必 须 分 开 考 虑 : 或 是 偶数 ， 或 是 奇数 ， 即 分 别 
有 8=27 或 £ 一 2m 十 1， 在 任何 情况 下 , 对 G 的 每 个 项 点 2， 都 有 
p(2) 三 z 1 

若 二 2m 则 % 宇 2m 十 9， 因为 %k 二 4，。 鞭 至 若 nn 三 2m 十 3， 
则 据 命题 70, G 含 一 长 度 至 少 为 2m 十 2=2 的 路 ; 若 %= 二 2tm 十 
2, 则 据 4. 14，G 有 一 哈密 尔 顿 回路 ， 表明 也 存在 一 长 为 2m 十 1= 
十 1 的 路 . / 

车 =2m 十 1 则 由 n 汪 十 1 推出 1 宇 211 十 3 则 所 命题 70, G 
有 一 长 为 2m 十 2 = 十 1 的 路 ， 

两 种 情况 都 产生 一 矛盾， 所 以 G 有 一 次 数 不 大 于 4/2 的 一 项 
点 。 因 此 , 命题 71 得 证 . 

一 相似 的 , 但 稍 困难 的 推理 导出 结果 : 若 一 简单 图 , 有 一 固定 
的 项 后 数 , 有 一 相当 大 的 边 数 , 则 它 含 一 十 分 长 的 回路 ， 下 列 命题 
更 确切 地 表达 这 些 结果 , 证 明 从 上 略 . 

72， 若 一 简单 图 , 有 半 个 项 点 与 。 条 边 , 不 含 长 放大 于 4 的 回 
路 (二 2)， 则 
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图 G 的 回路 天 ,与 天 称 它 忆 们 是 边 不 重 的 车 它们 区 公共 边 ; 
称 它们 是 在 G 中 顶点 不 交 的 , 车 它们 无 公共 顶点 ， 显 然 ， 在 后 一 
情况 , 它们 也 不 能 有 公共 边 ， | 


A 


练 习 


73， 试 确定 下 列 % 顶 点 的 简单 图 G 的 边 数 (n 袜 3); G 合 一 
+ 199 ， 


三 角形 女 ， 以 了 表示 G 的 不 在 鼠 内 的 项 点 的 集合 ， 忆 是 C 的 一 


独立 顶点 集 ， 且 了 的 每 个 顶点 邻接 于 五 的 所 有 的 顶点 ， 以 <<@， 


% 一 3 盖 表 示 此 图 ， 图 夫 昌 ,4> 如 图 184 所 示 ， 


图 184 图 185 
74、 试 确定 下 列 ”顶点 的 简单 图 G 的 边 数 (n 三 上 四 :; G 或 者 
是 <3, 3 之 本 身 或 是 从 一 3, 3>> 以 一 原先 与 它 无 公共 顶点 的 一 路 的 


端点 与 它 的 一 顶点 粘 合 而 得 的 图 ， 图 185 表示 此 类 型 的 有 9 个 项， 


点 的 图 ， 

由 题 
“75， 在 练习 73 的 图 <@, nx--3> 内 是 否 存在 边 不 重 或 顶 贞 不 
交 的 回路 ? / 


76， 求 证， 若 简单 图 G, 有 % 个 顶点 (n 三 5), e 条 边 ， 无 三 角 
形 , 不 含 顶点 不 交 的 两 个 回路 , 则 
2<38 一 9 
77， 求 证 图 150 的 图 的 每 个 回路 的 长 至 少 为 5 
”78. 一 图 ,至 多 含 9 个 顶点 ， 求 证 : 若 它 的 每 个 顶点 的 次 数 下 

少 是 3, 则 图 有 一 长 度 不 大 于 4 的 回路 . / 

79， 在 练 刀 74 的 图 内 是 否 存 在 任何 边 不 重 或 顶点 不 交 的 
陨 路 ? 


练习 73 中 必 顶 氮 图 的 边 数 是 3 十 4 一 3)3 一 37 一 6， 
0 


AN 


”练习 ?74 中 # 顶点 图 的 边 数 是 9 2 一 6 一 ?十 3. 

对 问题 75 的 图 G ,车 w= 二 5， 有 两 个 边 不 重 的 回路 (车 % 三 5， 
也 行 )， 现 在 , 我 们 来 证 , 无 论 4 为 什么 值 , G 都 没有 两 个 顶点 不 交 
的 回路 ， 因 为 ， 在 练习 73 中 提 到 的 集 己 是 @G 内 的 一 独立 顶点 集 ， 
又 因为 G 是 简单 的 ， G 的 每 个 回路 至 少 含 有 五 的 两 个 顶点 , 这 证 明 
了 本 命题 . 

若 在 问题 76 内 ”顶点 的 图 G 不 含 一 回路 ， 则 据 问 题 2. 4， 它 


”至 多 有 ?1 一 1 条 边 ， 又 若 呈 > 4 有时，# 一 1 一 32 一 9 所以， 假定 G 


含有 某 回路 ,以 下 记 家 小 长 的 回路 ， 以 m 记 政 的 长 ， 设 GG 是 G 的 
子 图 ， 它 由 G 中 不 属于 下 的 顶点 所 导出 ， 在 任何 情况 下 都 有 
1n 之 4. 

未必 不 能 有 一 对 角 线 , 即 长 为 1 的 苇 工 ,因为 若 它 有 长 为 1 的 
落 ， 下 可 由 工 的 端点 分 成 两 统 ， 因 为 两 颖 均 有 长 至 少 为 2， 以 工 
去 替换 其 中 之 任 一 弧 将 产生 更 短 的 回路 . 

.由 于 不 含 顶 点 不 交 的 两 回路 , Ge 没有 回路 . 此 据 问题 
2. 4，Go 至 多 有 4 一 ;一 1 条 边 ， 

.类似 地 ,车 m 三 5, 了 也 不 能 有 长 为 2 的 弦 , 因为 若 它 有 ， 以 此 
号 替换 正中 长 于 少 为 3 的 一 弧 , 便 会 得 到 一 比 天 更 短 的 回路 , 这 是 
一 个 不 盾 ; 因此 ， 车 m 宇 5, G。 内 不 能 有 在 内 有 两 个 邻接 点 的 顶 
点 . 另 一 方面 ,车 n=4, 则 G。 的 任 一 项 把 至 多 能 邻接 于 下 的 两 个 
项 点 ， 因 为, 不然, G 将 含 一 长 为 3 的 回路 ， 因 此 ，G 的 边 是 下 的 
或 Co 的 边 ， 或 者 是 联结 Ce 的 一 顶点 与 的 一 顶点 的 那些 边 ， 所 
以 ,在 G 内 的 边 数 至 多 为 

| m+ (nO—m—1) 二 2 (Nm) = 3n— 27— 1<3n—9. 

因此 , 局 题 76 得 解 . 注意 , 也 能 假设 % 三 8, 因为， 否则 , 一 无 
三 角形 的 图 不 能 含 顶 点 不 交 的 两 回路 . 

标 述 问题 76 我 们 能 说 , 若 一 简单 图 ,有 % 个 顶点 (x 三 5), 有 多 

+ ¢0! 


平 3 一 9 条 边 , 不 含 顶点 不 交 的 两 回路 , 则 它 含 一 三 角形 ， 出 现 的 
问题 是 : 在 一 顶点 的 简单 图 内 ， 车 它 不 含 任何 顶点 不 交 的 回路 ， 
其 极 大 边 数 是 多 少 ?可 以 证 明 此 数 是 34 一 6; 更 确切 地 说 ， 下 列 合 
题 将 得 证 ; 

80. 若 简 间 力 ,有 个 顶点 与 < 条 边 ， 不 含 顶点 不 交 的 两 回 
路 , 则 


e=3n—6, 


ode Co pe a Fae a en a 


”这 些 图 确实 是 对 于 不等式 e 三 3n 一 6 的 极 图 ( 见 练习 73 与 问 
题 75 的 解 ). 
为 证 命题 80, 设 G 有 %* 个 顶点 ， 无 顶点 不 交 的 两 回路 ， 根 据 
问题 76 可 以 假设 G 含有 3 个 顶点 的 完全 图 Za 
设 Gs 是 G 的 子 图 ,由 在 G 内 而 不 在 7 内 的 顶点 构成 ， 因 为 - 
G 不 含 顶 点 不 交 的 两 回路 , Gs 根本 无 回路 , 所 以 ,根据 问题 2.4, 它 
的 边 数 至 多 为 4 一 3 一 1=n 一 4， 若 G 没有 4 顶点 的 完全 图 ， 则 G， 
的 任 一 项 下 于 多 有 Ts 中 的 两 个 邻接 点 . 因此 , G 中 的 边 数 至 多 为 
3 十 (RW 一 4) 十 2(n 一 3) 二 3n 一 7_ 
现在 ， 假 定 G 含 有 5 个 顶点 
的 完全 子 图 Ts， 以 Gs 表示 在 G 
内 但 不 在 Ts 内 的 顶点 构成 的 子 
图 ， 显 然 ，GCr 不 能 含有 回路 ; 因 
此 ， 它 的 边 数 至 多 为 n 一 5 一 1 二 n 
一 6，Gs 的 任 一 顶点 至 多 能 有 7， 
内 的 一 邻接 点 , 因为 不 然 , G 内 将 
存在 两 顶点 不 交 的 回路 (如 图 186 图 186 
的 粗 线 所 示 的 边 )， 因 此 , 车 w 之 6, G 内 的 边 数 至 多 为 - 
* A021+ 


10 上 (2 一 6) 十 (2 一 5) =27n—1, 

部 28 一 二 332 一 7 
因此 ,可 以 假定 。G 含 和 有 4 顶点 完全 子 图 7,， 但 不 含 任何 5 项 

点 完全 子 图 以 @& 记 G 交 子 图 ， 它 中 在 G 内 而 不 在 于 闪 隐 有 顶 操 
导出 ，G 不 含 问 路 ,， 因 两 它 的 边 数 至 多 为 2 一 4 一 1 一 2 一 5. 者 C4 
的 任 一 顶点 至 多 邻接 于 7; 的 两 项 点 ， 则 G 内 的 边 数 至 多 为 

6 十 (一 5) 十 2 一 4) 一 38 一 7 
G4 中 无 项 后 邻接 于 74 的 企 部 项 点， 因为 G 内 无 5 顶点 的 完全 子 
图 .唯一 余下 的 情况 是 ，G4 有 一 项 点 mm， 它 邻接 于 人 的 三 个 顶 
点 , 比如 说 ,是 ol as 及 as， 但 不 邻接 于 它 的 第 四 个 顶 虑 了 1， 大 Cs 
有 这 样 的 一 顶点 ps, 它 邻 均 于 此 5 顶点 中 的 3 个 ， 则 此 三 个 ps 的 
邻 廊 点 必 为 a1, as 与 es. 因为 不 然 , 在 G 中 就 有 了 顶点 不 交 的 两 回 
路 (可 陛 的 情况 之 一 , 见 图 187 内 粗 线 所 示 的 回路 , 对 于 别 的 情况 ， 


类 似 的 图 形 也 一 样 地 能 画 出 》 若 在 Cs 由 存在 任 一 顶点 PD, 邻接 
于 已 指出 过 的 6 顶点 中 的 至 少 的 3 个 ， 同 理 ，ps 的 这 三 个 邻接 点 
也 必然 是 gu ss, aa， 车 此 过 程 对 于 G4 的 所 有 顶点 继续 下 去 ， 则 G 
仅仅 为 一 <@， n 一 3> 型 的 图 ， 假 设 p; 是 此 过 程 中 标 出 的 最 后 一 个 
顶点 , 44 还 有 别 的 顶点 . 设 G 是 G 的 由 这 些 顶 点 导出 的 子 园 , 于 
是 ， 此 图 的 任 一 顶点 至 多 邻接 于 两 个 标 出 的 项 点， 图 G' 有 x 一 上 
一 3 个 顶 反 , 不 含 回路 , 因此 , 它 的 边 数 至 多 为 n 一 £ 一 4，G 的 由 株 
*203， 


出 的 顶点 导出 的 子 图 是 一 <@, > 型 的 图 ,有 5 十 3k 条 边 , 因此 ,6 
中 的 边 数 至 多 为 
(3 十 38) 十 (8 一 下 一 4) 十 2(8 一 天 一 3) 一 3 一 7. 

于 是 ,命题 80 得 证 . 

问题 77 的 图 中 , 每 个 顶点 的 次 数 是 3， 我 们 先 来 证 此 图 设 有 
含 边 。 二 {a，5}) 的 三 角形 或 四 边 形 ( 见 图 188 中 的 粗 线 )， 图 中 没 
有 三 角形 含 边 e, 因为 关联 于 a 与 5 的 异 于 。 的 边 无 公共 顶点 , 蜡 
于 4a 与 6 的 四 条 边 的 端点 , 在 图 188 中 以 黑 操 标 出 , 构成 图 的 一 独 
立 顶点 集 ; 因此 , 不 能 有 含 边 。 的 : 
长 为 4 的 回路 .因为 图 的 任 一 边 
能 被 e 所 替换 ， 总 存 一 4“ 黑 ” 顶 
点 的 集合 存在 ， 此 集 也 总 是 独立 
的 . 因此 ， 我 们 的 图 的 全 部 回路 
的 长 至 少 为 5 . 据 图 的 对 称 性 , 只 
需 再 注 虑 两 种 情况 : e 在 “外 ”五 
边 形 K 内 或 是 不 含 天 内 顶点 的 图 188 
“五 角 星 ”的 边 . / 

为 证 问题 78, 我 们 假定 图 G 至 多 有 9 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 次 
数 至 少 为 3， 设 玉 是 G 的 一 极 小 长 的 回路 ,假设 下 的 长 至 少 为 5. 
五 不 能 有 一 长 小 于 3 的 弦 ( 参 看 用 于 问 题 76 的 解 中 的 推理 ).， 因 
此 ， 由 于 每 个 顶点 的 次 数 至 少 为 3， 下 的 每 个 顶 点 至 少 邻 接 于 不 
在 下 中 的 一 顶点 .但 据 上 述 的 推理 , 了 中 没有 两 顶点 能 有 一 不 在 KK 
中 的 公共 邻接 点 ， 因 此 , 必 至 少 存在 不 属于 下 的 5 个 顶点 ; 但 只 
存在 4 个， 由 此 ,下 的 长 至 少 为 5 的 假设 不 真 . / 

注意 问题 78 的 命题 对 于 具有 10 个 顶点 的 图 不 真 ( 见 问题 77 
的 命题 ). 

为 解 问题 79， 以 G 表 示 练 习 74 的 图 之 一 ，G 的 每 个 回路 显 
2Z0A， 


然 是 G 的 图 <3, 3> 的 一 子 图 ， 因 为 , G 是 一 简单 图 , 又 <3, 3> 是 一 发 
图 , G 的 每 个 回路 的 长 至 少 为 4. 因此，G 的 任 暴 回路 有 (至 少 两 
个 ) 公 共 顶 成 ， 现 在 若 | 与 天 ,是 @G 中 的 两 边 不 重 的 回路 ， 则 它 
们 的 公共 顶点 将 在 子 图 <3, 3> 中 有 至 少 为 4 的 次 数 ; 但 图 <3, 3> 内 
不 存在 次 数 为 4 的 顶点 ， 所 以 , G 中 没有 边 不 重 的 回路 . 
现在 , 来 证 练习 74 的 图 ， 在 不 含 边 不 重 的 回路 的 图 中 有 极 大 
边 数 ( 即 , 是 极 图 )， 也 即 , 我 们 证 明 
81， 每 个 具有 %% 个 顶点 及 至 少 有 nn 十 4 上 4 条 边 的 J 图 食 有 . 两 个 边 
不 本 的 回路 
此 命题 将 对 7 用 归纳 法 证 明 . 当 n =1, 命题 是 真 的 . 设 n> 
1 的 但 冯 世 定 的 ,假设 对 于 每 个 n--1 顶点 的 图 命题 为 真 ， 我 们 来 
开罗 村上 的 图 命题 同样 为 
以 G 是 nn 顶点 的 图 , 至 少 有 2+4 条 边 ， 据 问题 2. 4，G 含 一 
回路 ， 考 在 @ 内 存在 一 长 至 多 为 4 的 回路 ， 则 删 去 它 的 边 得 到 一 
2 顶点 的 图 Co 至 少 有 ?2 条 边 ， 据 2 4, Go 也 含 一 回路 ， 此 回路 与 
前 一 回路 无 公共 边 ( 前 一 回路 的 边 已 删 去 )、 
< 现在， 我 们 设 G 的 每 一 回 路 长 至 少 为 5， 则 ， 此 时 G 是 一 简 
单 图 车 G 中 存在 次 数 至 多 为 1 的 一 顶点 , 则 从 G 删 去 此 顶点 得 
到 图 G1, 有 7 一 1 个 顶点 及 至 少 n 十 3 条 边 ， 据 假设 ，G 必 有 边 不 
重 的 两 回路 ， 它们 也 是 G 内 边 不 重 的 两 回路 ， 若 G 有 一 次 数 为 2 
的 顶 所 2， 则 考虑 它 的 两 邻接 点 9 与 9;， 这 些 顶 点 都 不 邻接 ( 因 
为 G 内 不 存在 长 小 于 5 的 回路 )， 让 我 们 删 去 顶点 p (及 关联 于 它 
的 两 边 ) 淫 加 一 边 {g1, 9;}. 所 得 的 图 9 有 1 一 1 个 顶点 及 至 少 n 十 3 
条 边 . 因此 , 所 假设 , G， 有 这 不 重 的 两 回路 ， 只 须 以 边 {q, 2 及 {2， 
9q2} 赫 换 {9,, 9;}, 这 也 导致 G 内 的 边 不 重 的 两 回路 ， 
最 后 , 若 G 的 每 个 顶点 的 次 数 至 少 为 3，G 有 多 于 n 十 4 条 边 ， 
则 让 我 们 从 G 删 去 (不 删 顶点 ) 车 于 边 使 所 得 的 图 Gs 恰 有 n 十 4 条 
* 203 。 


边 . Gs 或 者 有 一 -顶点 其 次 数 小 于 3, 在 此 情况 下 , 上 述 推理 必 可 用 
上 , 或 者 每 个 顶点 的 次 数 至 少 是 3， 在 后 一 情况 下 , Gs 至 少 有 3n/2 
条 边 , 即 


3 
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此 时 , nz 奈 8， 但 另 一 方面 据 问 题 78, 在 Gs 内 存在 一 长 不 多 于 4 的 
一 回路 , 因而 , 在 G 中 也 如 此 ; 这 是 一 个 矛盾 , 因为 G 中 只 有 长 至 少 
为 5 的 回路 ， 

由 此 , 命题 81 得 证 . 


练 习 
82， 试 证 : 存在 一 有 6 个 顶点 的 简单 图 G, 使 G 与 它 的 补 图 均 
丛 含 一 三 角形 . | 
83， 试 证 图 189 中 的 图 不 含 
任何 三 角形 . 
84. 让 我 们 在 一 平面 上 固定 
8 个 点 ， 使 其 中 无 三 点 共 线 ， 至 
少 需 画 出 多 少 直 线段 以 联结 点 
对 ， 使 所 得 的 图 中 至 少 含 一 三 角 
形 ( 其 顶点 在 此 8 个 点 中 )? 车 使 /NN 
所 得 的 图 含 一 四 边 形 包括 其 两 对 图 189 
角 线 电 ?类 似 地 , 于 平面 中 国定 9 个 点 , 回答 同样 的 问题 ， 
85， 求 证 对 于 具有 % 个 顶点 与 。 条 边 的 简单 图 ,有 


Vmaxen / (2e 十 如) 


位 风 等 式 成 并 ? 
86. 设 了 与 4 是 整数 , 三 3 与 1d 志 1/3， 回 顾 图 171 中 的 
° 206。 


图 , 对 于 下 列 的 图 , 计算 fansx 的 值 : 
(和 二 二 fd, fe) 
~、 4 37 


. d 
(人生 和 二 于 人 本 生动 
求证 这 些 图 既 不 含 三 角形 岂 不 含 长 为 


87， 下 列 的 图 有 %* 个 顶 扩 : 
n—3 7 一 3 
((1 1, 1 ， 3 2 二) 及 
1 一 有 一 3 一 工 
(全 2 14 让 


计算 它们 的 边 数 并 确定 值 ivmsx， 求 证 这 些 图 不 含 三 角形 . 
88， 描述 ”顶点 的 图 , 有 尽 可 能 多 的 边 , 不 含 回路 或 长 度 大 于 
2 的 路 。 : 


88， 描述 4 顶点 的 简单 图 , 有 尽 可 能 多 的 边 , 不 含 长 为 4 并 有 
| 
时 190 中 的 连通 图 ， 无 一 含 长 为 4 并 有 一 对 角 线 的 回路 


RE: 个 cm mn。 型 的 图 有 同一 性 质 ,又 车 2m 顶点 的 简单 图 是 这 
些 图 之 一 , 则 它 恰 有 m? 条 边 ， 
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“91. 图 191 中 的 连通 图 ， 无 一 有 一 对 角 线 的 回路 ， 求 证 每 个 
<2, 一 2> 型 的 图 有 与 此 相同 的 性 质 ， 文 巷 一 顶点 的 简单 团 是 这 
此 图 之 一 , 则 它 恰 有 2n 一 4 条 边 . 
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191 “图 192 
82， 在 图 192 的 图 中 ， 能 找 出 多 少 个 不 同 的 极 大 独立 顶点 集 1 


问 题 
93，? 个 顶点 的 不 连通 的 简单 图 可 能 的 极 大 边 数 是 多 少 ? 描 
述 此 问题 的 极 图 , 即 有 极 大 边 数 的 那些 图 . 
”94. 已 指出 过 (本 章 开头 ) 长 为 5 的 回路 是 定 义 数 % (3, 3) 的 
问题 的 一 极 图 。 求 证 这 是 此 问题 的 唯一 的 极 图 
95， 求证 6 顶点 的 简单 图 与 它 的 补 图 一 起 至 少 含 两 个 三 角 
形 . z 
96。， 求 证 对 于 图 189 中 的 图 , ivmsx = 二 4 
97. 求证 n(3, 5) = 二 14. 
98， 对 于 问题 26 中 定义 的 数 f(n), 求证 : 车 x 三 3 是 奇数 , 则 
fr-1(n) =3. 
99， 对 于 mm 三 1 三 1, 以 glm, 表示 具有 下 列 性 质 的 景 小 整 
数 : 对 于 具有 g(m, ) 个 顶点 的 任 一 简单 图 或 者 图 含 一 长 为 的 
路 , 或 者 它 的 补 图 含 一 长 为 的 路 ， 求 证 
g(m, £) Em +k. 
100. 求证 : 车 以 表示 有 ? 个 项 点 且 不 含 三 角形 的 简单 图 的 
oOmax 的 值 则 
n+1)., 
+ 208 。 


i01， 求 证 下 列 命题 : 设 4= 好 十 4 与 1 三 d 三 1/3, 又 对 有 rn 个 
陆 点 且 不 含 长 度 小 于 7 的 奇 回路 的 简单 图 G ,有 ivmsx 二 f. 若 go 
是 图 G 中 的 最 低 次 数 , 则 
mp 三 二 < 


102. 简单 图 G 有 1% 个 顶点 与 e 条 边 , 不 含 任何 三 角形 .假定 
C 不 是 双 图 , 求证 : 


e DD = 十 1 


103. 未 证 图 的 任 砚 纪 到 多 有 一 公共 顶点 . : 
z 104.， 假设 图 有 2m 十 1 个 顶点 (mm 位 1 是 整数 ) 至 少 有 3m+1 
条 边 , 无 环 , 求证 它 含 一 偶数 长 回路 . 
105. 求证 : 车 一 连通 简单 图 , 至 少 有 4 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 次 
数 至 少 为 2, 且 不 含 任何 割 点 , 则 图 含 一 长 至 少 为 4 的 回路 . 


106， 命 题 71 对 于 某 些 图 的 边 数 给 出 一 个 上 界 苞 ， 说 明 此 界 


只 能 由 可 被 有 +I 整除 的 的 值 所 达到 ， 对 于 =1 与 2， 求 出 对 
任意 的 ” 值 均 能 达到 的 一 上 界 , 并 找 出 全 部 的 极 图 . 

107. 一 个 具有 % 个 顶点 的 简单 图 (mn 三 10)， 有 4 个 次 数 不 小 
于 ?一 2 的 顶点 .求证 G 含 顶点 不 交 的 两 回路 , 每 个 回路 长 为 4， 

108， 找 出 问题 76 的 极 图 . 

109， 求 证 下 列 命题 : 若 一 个 简单 图 ， 有 % 个 顶点 (n 宇 和) 及 。 
条 边 , 不 含 任何 有 一 对 角 线 的 回路 , 则 

eZ2N— 4 

极 园 ( 此 时 等 式 成 立 ) 是 <2,2 一 2> 型 的 那些 图 ， 又 图 191 的 两 个 连 
通 图 , 分 别 对 于 n= 4 与 % = 5 .不 存在 其 它 的 极 图 . 

110， 求 证 下 列 命题 : 若 具 有 2m 个 顶点 及 。 条 边 的 简单 图 (m 
是 一 整数 三 2) 不 含 长 为 4 的 任何 有 一 对 角 线 的 回路 , 则 
”209 。 


em’; 


极 图 (此 时 等 式 成 立 ) 是 <m, m> 型 的 那些 图 ， 又 图 190 的 两 个 连通 
图 , 分 别 对 于 fr 二 2 与 mr 二 3 不 存在 别 的 极 图 . 


图 193 
111， 图 193 所 示 的 5 个 方 格 由 火柴 组 成 : 方 格 的 每 一 边 即 一 
单 根 的 火柴 ， 能 否 移动 两 根 火 柴 以 使 方 格 的 个 数 由 5 减少 到 41 
(不 允许 并 排 地 放火 柴 或 把 一 根 放 到 另 一 根 上 ; 每 根 火 柴 必须 是 
一 方 格 的 边 . ) 存 在 多 少 个 解 ? 


LO 


第 七 章 练习 与 问题 的 解答 


第 一 章 
27， 先 考虑 具有 0,1 或 2 条 边 的 图 ， 因 为 具有 4 个 顶点 的 完 
全 图 应 含 6 条 边 , 所 以 , 这 些 图 的 补 图 分 别 有 6、5 及 4 条 边 .这 
里 只 细 察 具有 3 条 边 的 图 .其 中 仅 一 者 含有 回路 ， 就 是 由 一 个 三 
角形 组 成 的 ， 在 画 出 它 的 补 图 后 ， 还 剩 下 一 个 图 : 其 中 含有 长 为 
3 的 一 条 路 ， 所 求 的 解 含有 11 个 图 (请 看 图 194)。 其 中 的 任意 两 
个 图 是 不 同 构 的 ， 而 具有 4 顶点 的 任 一 简单 图 同 构 于 它们 中 的 一 
个 。 图形 中 同一 列 的 两 个 图 是 互补 的 . 
” 28， 从 刚 得 到 的 练习 27 的 解 , 直接 表明 图 194 最 右 的 图 是 只 
一 的 具有 4 个 顶点 且 同 构 于 自己 的 补 图 的 简单 图 ， 


Tir 
mMMAN 


图 194 
28， 图 195 中 的 图 表 出 本 练习 第 一 部 分 的 解 ， 现 在 ， 我 们 假 
设 简单 图 G 的 顶点 数 大 于 6 . 让 我 们 考虑 G 的 任意 的 6 个 顶点 ， 
而 删 去 所 太 其 余 的 顶点 以 及 与 之 关联 的 边 ， 所 得 的 图 G'， 据 问题 
14, 要 么 含有 一 个 三 角形 , 它 也 是 G 的 子 图， 不 然 就 含有 三 个 互相 
不 邻接 的 顶点 ， 在 后 一 情况 ,它们 在 G 中 , 也 是 不 邻接 的 ， 因 为 车 
一 条 边 的 两 个 端点 都 在 G' 内 , 那么 , 这 条 边 不 曾 删 去 ， 
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入 口 


图 195 

30， 这 样 的 图 的 分 支 是 一 个 孤立 顶点 .一 条 路 或 一 个 回路 , 而 
不 存在 其 它 的 可 能 性 . 

31， 在 所 讨论 的 图 的 每 个 分 支 至 少 应 有 4 个 顶点 ， 在 练习 的 
第 一 部 分 , 可 能 的 图 只 有 两 个 分 支 , 每 个 分 支 都 是 具有 《4 个 顶点 的 
完全 图 ; 第 二 部 分 , 有 三 个 图 是 可 能 的 , 其 中 之 一 如 图 196 所 示 . 另 - 
外 的 两 个 图 , 可 以 在 具有 5 个 顶点 的 分 支 中 添加 边 {a, 5), 或 边 {a， 
5} 与 4c, 4} 而 得 到 ， 


32， 设 G 是 一 个 合 要 求 的 不 连通 图 ， 又 设 G, 是 它 的 分 支 之 
一 , Gs 是 其 它 分 支 一 起 合成 的 图 ， 于 是 , 把 G; 的 一 个 顶点 联结 于 
G4 的 一 个 顶点 的 边 一 定 属于 G 的 补 图 这些 边 的 数目 是 1x6、 
2x5 或 3x4, 依 G, 的 顶点 数 而 定 ” 因此, G 的 边 数 与 具有 7 了 个 顶 
点 的 完 金 图 的 边 数 6x7/2=21 之 盖 , 与 上 述 几 个 乘积 中 的 一 个 一 
样 大 ，G 的 边 数 是 15; 困 而 只 有 第 一 种 情况 才 是 可 能 的 、 而 G0, 与 
Gs 都 是 完全 图 ， 各 有 1 个 与 6 个 顶点 . 

33， 必 须 证 下 述 命题 : 若 具 有 % 个 顶点 的 图 至 少 有 n 十 1 条 沈 ， 
+ 22 


4.” 


则 图 中 有 一 顶点 其 次 数 至 少 为 3， 不 然 , 对 于 具有 %* 个 顶点 的 图 个 
中 , 车 其 每 个 顶点 的 次 数 至 多 为 2 , 则 G 的 次 数 和 至 多 为 2%x， 由 于 
任 一 图 中 , 次 数 和 之 半 即 为 边 数 , 它 至 多 有 1?% 条 边 . 产生 了 矛盾， 
注意 : 且 有 名 个 顶点 与 % 条 边 的 图 不 一 定 有 次 数 为 3 的 顶点 ， 

例如 , 长 为 1 的 加 咯 ， z 

34. 车 4 包含 图 G 的 爹 部 顶点 , 则 =0, 据 命 题 9， 命 题 成 
站， 以 下 假定 4 不 包含 Ci 的 全 部 顶点 ，C 的 一 条 边 ， 者 没有 一 
个 端点 属于 4 ， 就 删 去 这 条 边 ， 在 删 完 这 些 边 后 ， 把 所 有 不 在 4 
内 的 顶点 组 合成 单一 的 新 顶点 5， 以 Ga 记 新 图 (参看 ， 比 如 ， 图 
197) 4 的 每 个 顶点 的 次 数 在 Gi 中 与 在 G; 中 是 相同 的 .而 在 9， 
中 , gp(5) ==% 这 个 值 等 于 关联 到 顶点 5 的 边 数 ， 在 Gs 中 与 在 任 
何 图 中 一 样 , 奇 次 顶点 数 是 偶数 ， 因 此 , 如 果 在 4 中 的 奇 次 顶点 数 
为 偶数 , gp (06) 必 为 偶数 ; 否则 , $5(5) 是 奇数 ， 


G! z G2 
一 ”197 
35， 让 我 们 探求 同 题 的 一 个 合适 的 圈 . 以 所 考 哮 的 2n 个 点 为 
图 的 顶点, 只 要 存在 一 个 国 , 它 履 盖 闭 对 应 的 两 点 ， 则 此 两 顶点 是 
邻接 ， 这 个 图 是 简单 的 , 有 2 个 顶点 ,每 个 顶点 的 次 数 不 小 于 a. 
9" 2413+ 


每 条 边 之 所 以 能 男 出 ， 就 表明 它 能 整个 地 被 一 个 圆 所 禾 盖 .我 们 
只 须 再 证 图 是 连通 的 ; 但 这 一 性 质 与 问题 19 有 关 ， 已 经 证 过 了 ， 

38， 取 一 沿 图 的 边 的 路 , 证 此 命题 ， / 

37， 丰 在 瞧 一 的 合 要 求 的 图 , 它 含有 两 个 分 支 , 其 每 个 都 是 到 
角形 . 

38， 如 果 满 足 问题 中 第 一 部 分 的 条 件 , 问题 36 表明 全 部 分 支 
是 回路 ， 据 问题 37, 发 现 两 个 图 ， 这 些 图 的 补 图 满足 问题 中 第 二 
部 分 的 条 件 。 因 此 ,图 198 中 的 四 个 图 回答 了 问题 . 


~ 


198 

39， 此 问题 的 第 二 部 分 的 图 , 显然 是 其 第 一 部 分 的 图 的 补 图 . 
我 们 先 找 具有 4 条 边 而 不 含 回 路 的 图 ， 长 为 4 的 路 是 这 样 的 图 ， 
现在 我 们 找 不 含 长 宽大 于 3 或 2 的 路 的 图 ， 然 后 ， 我 们 找 含有 长 
度 为 3 或 4 的 回路 的 图 . 图 199 中 的 6 个 图 适合 问题 色 第 一 部 
分 , 同时 它们 的 补 图 别 是 具有 5 个 顶点 与 6 条 边 的 简单 回 . 

4 人， 受 然 ,每 个 合适 的 图 有 5 条 边 ， 为 了 简化 问题 的 解 , 让 我 
们 先 找 出 全 部 具有 5 条 边 的 简单 图 ， 图 200 表示 具有 5 个 顶点 与 
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图 199 
5 条 边 的 全 部 简单 图 一 一 先 列举 出 那些 分 别 含 有 长 为 5、4 与 3 
的 回路 的 图 ， 图 200 的 同一 列 的 图 是 互补 的 ， 最 左边 与 最 右边 的 
图 适合 本 问题 . 


和 9 -. 一 
图 200 


41， 考 察 问题 39、40 与 练习 12， 只 需 再 找 具有 5 个 顶点 及 

0、 1 或 2 条 边 的 图 ， 由 于 它们 的 补 图 分 别 具 有 10.9、8 条 边 ， 像 

这 样 的 图 有 4 个 ， 所 以 后 一 类 型 的 图 有 相同 的 数目 ， 总 计 全 部 实 
质 上 不 同 的 , 具有 5 个 顶点 的 简单 图 的 个 数 为 34. 

42， 为 了 证 明 此 命题 ， 设 简单 图 G 是 不 连通 的 ， 这 情况 如 图 
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201 所 示 ; G 的 分 支 Gi、 Gz、Gs 及 G4.( 虚 线 暂 不 予 考 虑 ). 以 G* 表示 
G 的 补 图 ， 可 证 G* 是 连通 的 ， 即 任 一 顶点 可 以 从 另 一 顶点 沿 Ce 
中 的 路 到 达 ， 如 果 两 顶点 在 G 的 不 同 分 支 中 , 则 它们 在 G* 中 是 邻 
接 的 (因而 能 被 G* 中 的 一 条 路 所 连通 )， 如 果 两 顶点 8 与 5 在 同 
一 分 支 G; 内 (在 图 形 中 , i 二 1)， 则 设 c 是 G 的 不 在 G; 中 的 任 一 顶 
点 (在 图 形 中 ，e 在 Gs 内 )， 边 {fo c} 及 {c, 分 都 是 G* 的 边 ( 图 中 的 
虚线 ), 这 就 表明 能 找到 在 G* 内 a 与 立 间 的 路 ， 


A > 
Gi p 一 
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SR | 


图 201 | 
。 43。 假设 命 题 不 真 ， 就 是 设 ,5 都 是 连通 图 G 内 的 路 ， 长 
度 都 是 m, 没有 公共 点 ( 参 看 图 202)， 以 a。、5 分 别 记 工 , 工 ,的 端 
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点 ， 由 于 G 是 连通 的 ， 在 a。，5 间 存 在 着 一 条 路 Ls， 于 章 末 我 们 
强调 指出 过 最 先 与 最 后 的 接触 顶点 的 重要 作用 ， 现 在 就 米利 用 这 
一 方法 。， 从 a 出 发 沿 Ps 走 , 设 c 是 与 亏 , 接触 的 最 后 一 个 顶 走 
是 离开 c 后 , 最 先 接触 到 :的 顶点 . ( 据 “ 最 长 路 方法 ”的 原则 ,6 与 
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8 各 下 陛 是 上 或 六 的 端点 . ) 以 Z 记 工 在 ce、d 间 的 奢 部 分 
扣 点 6 、4 分 别 地 把 路 5,、L; 分 成 两 部 分 ， 每 条 路 中 有 一 部 分 其 
长 度 不 小 十 m/2; Li、 2 依次 表示 Li 与 L; 中 的 这 样 的 部 分 


路 27 及 到 合成 G 中 的 一 条 路 , 其 长 不 小 于 
型 十 1] 十 班 一 现 十 1 


,re 


因为 上 的 长 度 不 小 于 1， 由 于 G 不 全 长 度 大 于 加 的 路 ， 这 就 产生 
矛盾 ， 所 以 ， 图 G 中 任意 两 条 长 为 rn 的 路 必 至 少 有 一 公共 顶点 . 

44， 这 里 也 使 用 “最 长 路 方法 ”.， 设 工 是 所 考虑 图 的 最 长 路 之 
一 , 又 设 a 是 其 端点 之 一 ， 由 于 9(q) 三 3, 存在 关联 于 a 而 不 属于 
工 的 两 条 边 ， 以 e1、es 表示 这 样 的 两 条 边 , 并 以 be 分 别 表示 它们 
的 不 同 于 a 的 端点 ， 若 5 = , 则 此 两 边 组 成 长 为 2 的 一 个 回路 . 
因此 ， 只 需 考 虑 8 关 ec 的 情况 ，5 与 6 必 属 于 .图 203 表示 这 
一 情况 路 工 在 a 与 5 间 的 那 部 分 的 长 记 为 i， 在 5 与 c 间 的 间 
分 记 为 了 .若是 奇数 , 则 工 在 a 与 5 间 的 部 分 与 边 e 合成 一 个 
数 长 的 回路 ， 若 j 是 偶数 , 则 又 一 偶数 长 的 回路 , 它 由 ej,es 及 工 
在 5 与 6 间 的 部 分 合成 最 后 , 若 ;是 偶数 同时 了 是 奇数 , 则 ; 十) 
十 哥 数 . 了 在 与 5 间 的 部 分 与 边 es 合成 一 偶数 长 的 回路 .于 
是 问题 得 证 . 
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， 车 此 图 含有 环 及 多 重 边 命题 显然 成 立 ， 因 为 一 个 大 于 2 
站 是 下 能 划 际 基站 2 的 
插图 ， 我 们 再 一 次 使 用 “最 长 路 方法 ”， 所 以 ， 能 够 证 明 图 203 中 
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的 图 作为 我 们 的 图 的 一 个 子 图 而 出 现 ， 由 此 , 就 找到 三 个 回路 , 其 
长 分 别 为 2 十 1，j 十 2 及 i 十 7 十 I， 车 i 十 1 及 j 十 2 有 一 大 于 2 的 
公 因 子 厂 则 五 必 也 为 它们 的 和 i 十 7 十 3 的 因子 ， 所 以 ,不 能 是 
i 十 7] 十 1 的 因子 ,i 十 I 十 1 比 这 个 数 少 2。  ， 


章 


第 二 | 
”20， 者 桂 不 是 一 个 扳 立 的 顶 氮 ， 则 所 求 的 差 总 是 2。( 这 是 一 
般 性 的 结果 , 参看 问题 25. ) 
21， 下 列 答案 是 可 能 的 : 站 
1.. 一 个 非 环 的 边 , 及 其 两 关联 项 上 一 起 ,| 
2. 已 知 图 本 身 . 
3， 同 构 于 图 204 的 图 . 


图 204 图 205 


4. 同 构 于 图 205 的 图 . 


图 206 


5， 同 构 于 图 206 的 图 . 
22. 图 207 及 图 208 分 别 是 共有 极 小 值 与 极 大 : 值 的 生成 树 ， 
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其 值 为 32 与 57. 


l 23.。 我 们 选取 关联 7p1 的 边 组 成 的 生成 树 ， 关于 此 树 的 基本 回 
咯 组 、 应 用 天. C. 工 .于 顶点 p Ps 与 pg， 三 电流 方程 与 两 电压 方 


在 如 下 : 

TD) 一 同一 1 十 如 一 0， 
(2) . T+1s=0, 
(3) 1 一 15 一 0， 
{1} 1,+21,+1s=16, 
{2} —1i+21s—21,=0. 


此 方程 组 的 解 为 T=—2,7,=5,1,=2,7,=3 R&I1;=S, 
24， 只 需 证 明 至 少 有 两 顶点 的 任 一 树 有 两 个 次 数 为 1 的 顶 
点 ， 应 用 (在 第 一 章 中 提出 的 ) 最 长 路 方法 ， 树 的 任 一 最 长 路 的 端 
点 在 图 中 的 次 数 为 1. 因为 它 不 含 回路 . 
25， 以 fi 记 图 中 次 数 为 的 顶点 数 , 顶点 数 是 
fitfat fst 


由 于 任 一 图 的 边 数 是 顶 把 次数 和 的 一 半 《第 一 草 的 命题 8) 
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所 以 ,此 时 的 边 数 为 
(ft2fat 3fst.). 
由 于 我 们 的 图 吓 树 , 据 命题 6 有 
fitfot fot = (ft2ft ft) +1. 


显然 ， 
fit+2fs+ 3fst 4f s+5fsi+… 宇 f+2f2 t+3(fstfitfst*), 
应 用 前 面 的 方程 , 知道 : 
人 全 fs 二 f+fsTt…++2= 二 c 十 2. 
要 使 等 式 
fi 二 c 二 2 

成 立 , 只 需 | 
f=fs=*…=0, 
即 需 树 中 不 含 次 数 大 于 3 的 顶点 (但 有 次 数 为 1 的 顶点 )， 这 也 说 
明了 练习 20 的 结果 之 一 般 性 . 

26， 回 顾 练 习 21, 在 其 四 个 性 质 中 ， 仅 2 与 4 一 起 能 确定 子 
图 中 的 生成 树 ， 我 们 要 证 明 此 两 性 质 确实 表明 子 图 是 生成 树 . 

G 的 一 个 子 图 G' 如 果 满 足 条 件 1 2 与 3 就 是 一 棵 生成 树 . 车 
下 列 命题 但 证 , 则 问题 26 得 以 解决 (9' 为 G 的 任 一 子 图 ): 
(a) 若 G 是 连通 图 ,无 回路 , 恰 有 ?一 1 条 边 ， 则 它 恰 有 ?个 
项 点. 

(5) 车 G' 恰 有 一 1 条 边 ,无 回路 , 则 它 是 连通 图 . 

(c) 若 G' 是 连通 图 , 恰 有 % 个 顶点 ,x 一 1 条 边 , 则 0' 无 回路 . 

命题 (a) 是 显然 的 , 因为 G' 是 一 棵 树 , 据 命题 6， 它 有 有 %* 个 顶 
为 证 命题 (5), 以 G1, G4,…, G' 表示 G 的 分 支 , G; 有 nn 个 顶 
点 ， 我 们 必须 证 明 一 1， 由 于 G 是 G 的 一 个 子 图 
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家 十 了 十 十 12 扫 允 

子 图 G1 全 是 连通 图 , 当然 其 中 无 一 回路 ， 自 然 ， 因 此 它们 都 
是 树 ， 所 以 , 据 命题 6, G; 有 nn 一 1 条 边 (i 二 1,2,…,。 因 为 , 边 
数 n 一 1 在 G' 内 是 各 分 支 的 边 数 和 , 所 以 ， 

h 一 ] 二 R11 一 1 和 一] 十 十 一 1 二 2 十 2 十 二 3 一。 
考虑 上 述 不 等 式 及 三 1, 得 到 

NR 十 和 十 十 14 一 上 之 一 过 有 一 1 
由 最 后 的 两 关系 式 , 有 
1—1<<n— £1, 
得 到 =1. 

命题 (c) 是 命题 5 的 一 个 推论 . 

27。， 据 问题 4, 具有 7 个 顶点 与 2 条 边 的 图 G 含 有 回路 ; 以 K 
记 这 些 回 路 之 一 , 若 从 下 删 去 一 条 G 的 边 ， 则 所 得 图 G' 是 G 的 子 
图 ， 具 有 %w 个 顶点 ,n 一 1 条 边 ， 并 且 根 据 问题 3, 它 是 连通 的 。 因 
此 ; 据 前 一 问题 的 解 中 的 命题 (c)，G' 不 含 回 路 ， 所 以 ，G 没有 异 
于 无 的 回路 ， 

28， 一 个 图 是 简单 的 , 即 它 不 含 环 , 也 不 仿 重 边 ， 设 简单 图 G 
内 的 顶点 数 4 二 4，G 的 补 图 也 含 %% 个 顶点 ， 它 们 都 有 生成 林 . 每 
者 至 多 能 有 7 一 1 条 边 ( 车 图 是 连通 和 的， 就 恰 为 n 一 1 条 边 )， 若 我 
们 能 证 明 G 或 其 补 图 至 少 有 % 条 边 ,， 则 据 问 题 4， 知 道 G 或 其 补 
图 含有 回路 ， 但 图 G 及 其 补 图 一 起 与 具有 个 顶点 的 完全 图 有 相 
同 的 边 数 , 即 n(x 一 1)/2， 由 此 ，G 或 其 补 图 至 少 有 n(n 一 了 /4 条 
边 ， 于 是 , 我 们 只 需 再 证 : 当 za>4 时 ,有 


—1y. 
2 一 /> 一 1 
En 1 一 57 十 43>0， 


或 (n—1)(n—4)>0, - 
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而 此 关系 当 % 之 4 时 是 成 立 的 . 

29. 设 9 是 G 的 一 个 无 回路 的 连通 子 图 ， 若 G 不 含 回路 , 则 
G 本 身 是 所 求 的 G' 的 扩大 图 ， 若 有 一 回路 下 含 于 G 内 ，K 必 有 
一 边 不 在 G' 内 , 因为 G' 不 含 回路 ， 从 G 删 去 边 e 得 图 CG，G' 也 
是 G: 的 子 图 , 因为 e 也 不 在 G' 内 ， 据 问题 3，G, 是 连通 的 ， 并 且 
含有 G 的 全 部 顶点 ， 车 有 一 回路 Ki 含 于 G1 内， 则 存在 Ki 的 一 
条 边 e1, 它 不 在 G' 内， 从 G1 删 去 e 得 一 新 图 G2, 据 问题 3, 它 仍 
是 连通 的 ， 含 看 G 的 全 部 顶点 并 以 G' 为 其 子 图 ， 继 续 这 一 过 程 ， 
直到 所 得 的 图 Gu, 不 再 有 回路 , 则 G 就 是 G 的 一 棵 生成 树 ， 因 为 
它 是 连通 的 ,含有 G 的 全 部 的 顶点 . 且 不 含 回路 ， 而 G' 同样 是 G。 
的 子 图 ; 所 以 , G 是 G' 的 一 个 所 求 的 扩大 图 . 

30， 以 五 记 原来 的 图 ， 它 是 树 ， 则 G1 与 G; 也 是 树 ， 连 通 图 
Gs 内 任 两 项 点 91 与 ps2 的 路 必 合 于 Cs， 因 为 21 与 人 2 是 G1 与 GG 
的 又 是 也 的 顶点 ， 由 问题 9 知道 ， 这 三 图 之 任 一 个 均 恰 有 一 条 路 
使 它们 连通 ， 因 此 , 也 内 的 所 说 的 路 也 必 重 合 于 G1 与 Gs 中 的 路 ， 
即 它们 是 同一 条 路 ， 它 的 边 全 是 G1 与 Gs 的 公共 边 ， 所 以 这 路 也 

属于 Gs， 

31， 以 Go 表示 自 G 删 去 G' 的 边 后 所 得 的 图 ，G 不 含 回 路 
因为 G 中 每 一 回路 至 少 有 一 边 已 被 删 去 ， 这 样 ， 据 问题 29, G6 可 
以 扩大 为 G 的 生成 林 ( 将 其 每 个 分 支 护 大 为 生成 树 )、 由 于 G 的 每 
个 生成 林 具 有 ?一 8 条 边 , 所 以 G6 至 多 含 一 条 边 ,而 G 的 边 数 
至 少 为 e 一 人 (1 一 有) 一 2 一 和 十 大 

32. 让 我 们 对 于 图 G 应 用 寻找 经 济 的 生成 树 的 第 一 二 种 方法 . 
在 前 s-1 步 中 ， 可 以 在 所 讨论 的 回路 下 中 选 边 ， 可 能 有 s 种 不 同 
的 选 法 , 所 得 的 经 济 生 成 树 互 不 相同 , 因为 下 的 每 一 边 , 除 一 条 外 ， 
都 得 出 现 . z 

33， 本 问题 可 用 类 似 于 问题 10 的 解法 来 解 ， 只 是 需要 注意 
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本 问题 的 图 G 中 的 边 可 能 相交 一 一 虽然 ， 这 一 事实 对 于 求解 并 非 
必需 ， 下 述 情况 也 可 能 出 现 ， 例 如 ， 有 4 个 点 在 一 平面 内 等 同 如 
下 : 我 们 先 画 出 一 正方 形 的 4 顶点 .考虑 对 角 的 两 顶点 ， 我 们 以 
不 同 的 “小 ”角度 绕 中 心 旋转 这 两 个 顶点 ，( 角 度 要 小 得 使 对 角 线 
仍 相 交 ， 且 必须 互 不 相同 以 保证 任 两 点 间 的 距离 不 等 . ) 这 两 个 点 
与 正方 形 中 没 动 过 的 另 两 顶点 , 就 是 所 需 的 4 个 点 . 

34， 每 家 公司 都 须 提 出 费用 估计 ， 以 下 列 方式 画 出 图 来 ， G 
的 珊 点 对 应 于 城 借 .出 每 宜 公 司 推荐 的 每 个 党 线 都 对 应 于 一 条 
边 ， 其 建造 费用 写 在 边 旁 .我 们 现在 来 识别 G 中 具有 极 小 值 的 生 
成 树 ， 对 应 于 此 峙 之 边 的 管线 将 被 建造 ， 每 一 管线 将 由 推荐 它 的 
承包 者 来 建设 . 

问题 的 有 趣 的 特点 是 判 给 最 低 投标 的 公司 承包 时 ， 从 我 们 的 
观点 看 来 , 并 不 一 定 是 最 优 的 ， 例 如 , 分 别 由 图 209 中 的 虚线 与 实 
线 卖 示 了 的 两 家 公司 提出 的 计划 ， 所 合计 的 总 费用 分 别 是 21 与 23. 
但 极 小 生成 树 ， 在 费用 上 加 有 圆圈 所 表示 的 图 形 需 由 两 家 公 \ 司 来 
建造 , 其 总 费用 仅 16. 


{| 209 
35， 是 网 络 图 的 结 点 数 ， 我 们 在 每 个 民 . C. 工 .方程 中 的 全 
部 的 量 收 集 到 方程 的 左边 ， 并 以 fi fa, ”” fn， 记 这 些 方程 的 左边 ， 
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则 攻 .C.L .方程 能 号 成 : 


当中 丰 和 和 


我 们 来 证 f, 二 0 可 由 其 它 方程 推出 . 这 也 是 问题 的 一 般 情 况 ， 因 
为 可 把 任 一 方程 的 下 标定 成 7. 

对 于 每 一 如 边 es 的 电流 六， 恰 在 访 十 思 十 十 让 中 出 现 两 
次 : 且 以 * 十 "号 及 “一 "号 各 出 现 一 次 ， 因 为 电流 五 从 er 的 一 端 
六 回 另 一 问 . 于 是 不 管 各 个 量 的 值 如何 , 都 有 

1 十 fi 十 … 十 f= 二 0， 

于 
f»=—(fitfrt +f,.). 
因此 ,前 4 一 1 个 方程 的 公共 解 也 满足 方程 f, =0， 即 此 方程 可 由 
其 它 方程 推出 . 


: 第 三 章 

25。 我们 必须 沿 图 210 的 图 的 边 走 , 如 有 可 能 , 每 边 只 经 过 一 
次 ; 边 对 应 着 人 行道 ， 我 们 的 图 是 连通 的 ， 每 个 顶点 的 次 数 是 偶 
数 ; 所以 , 它 有 一 闭 欧 拉线 ， 沿 闭 任 一 闭 欧 拉 线 都 是 适合 题 意 的 ， 
例如 ， 下 面 给 出 的 边 列 ，21, 17, 11, 9, 6, 3， 5, 4, 1, 2,7, 8, 12, 13, 
10, 14, 15, 16, 20, 22, 19, 18. 

26。 图 211 表示 了 所 求 的 通行 路 线 . 

27。 沿 多 图 212 的 有 向 图 的 边 的 路 线 即 为 所 求 , 如 果 可 能 , 按 
边 的 方 同 经 过 每 边 仅 一 遍 ， 因 为 ,图 是 连通 的 , 每 个 顶点 的 入 次 数 
等 于 它 的 出 次 数 ,图 有 一 闭 欧 拉线 , 它 就 引出 一 个 经 济 和 的 解 . 图 形 
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赎 211 “ 


中 边 旁 的 数字 指出 了 可 能 的 序列 之 一 
28， 我 们 注意 , 除 街道 岔口 > 外 , 经 一 岔口 可 从 别 的 岔口 沿 单 
行道 到 达 , 而 不 违 肥 交通 规则 。 因此, 我 们 只 需 保 证 ， 在 对 应 的 通 
符 蜀 中 , 顶点 z 必 至 少 是 一 边 的 头 , 旺 至 少 是 一 边 的 尾 . 
29， 图 213 表示 对 应 的 迷 寅 的 图 例如， 应 用 第 二 个 迷宫 规 
则 ,这 的 序列 是 1,2,3,4,5,5,13,12,12,13,4,3,9,10,6,6,7,7, | 
e F604 ¢ 


10, 11, 11, 8, 8, 9, 2, 1. 

30， 若 =1, 则 此 问题 的 命 
题 即 命题 7 的 第 一 部 分 ; 同一 想 
法 帮助 我 们 同样 地 解 此 问题 ， 让 
我 们 把 2k 个 奇 次 顶点 配 成 一 些 
对 子 ， 各 以 一 条 新 边 联结 每 一 对 
子 中 的 两 个 顶点 ， 则 新 图 仍 是 连 


图 212 
通 的 , 每 个 顶点 是 偶 次 的 ; 因此 , 它 有 一 闭 欧 拉线 ， 如 果 从 欧 拉线 
中 删除 那 条 新 边 , 就 得 到 适合 问题 要 求 的 个 开 边 列 . 


31.， 所 讨论 的 图 中 ， 每 个 分 支 有 一 闭 欧 拉 线 ， 在 每 个 分 支 内 
的 边 数 是 偶数 , 比如 为 24 ( 据 第 一 章 的 命题 8， 若 图 的 个 顶点 中 
的 每 个 有 次 数 为 )， 现 在 让 我 们 沿 着 一 条 闭 欧 拉线 交错 地 给 边 
染 上 红 , 蓝 两 色 ， 这 种 颜色 的 配置 即 合 要 求 . 

32. 多 米 诺 ( 骨 有 牌 对 ) 的 数目 应 等 于 具有 n 十 1 个 顶点 的 完全 图 
的 边 数 , 即 a(n 十 1) /2， 多 米 诺 组 成 一 个 环 链 ， 若 x 十 1 个 顶点 的 
完全 图 是 欧 拉 图 , 即 当 且 仅 当 % 是 偶数 ， 因 为 具有 十 1 个 顶点 的 
完全 图 的 每 个 顶点 的 次 数 是 n. 

33。 右 P1472,…, Pm 是 4 的 顶点 , 则 

Pout (POD) out Cp2) FT Pout (Pm) 
一 Pin(2D) + pin (P2) 二 eT pin (pm), 
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让 我 们 删 去 图 中 的 这 样 一 些 边 , 它 的 头 与 尾 都 在 4 内 ， 作 为 删除 
的 结果 , 方程 的 两 边 减 少 同 样 的 数目 ， 本 命题 得 证 ， 
34。 应 用 命题 17 
Pout PI) TT out PpP2) 二 Tout (pn) 
~ra (D1) TF Pin (pe) tT in (Pn), 
或 
[Pout (PO ~ Pin P13) TEPov: (Pp2) — Pin (Pp2) j++ 
[Lgout(pn) — Pin(pn) |=0. 
考虑 括号 内 的 差 ， 若 正 项 的 和 为 则 负数 的 和 是 一 1。 因 此 ， 问 
题 中 给 定 的 和 是 24. 

35。 若 上 一 问题 的 和 内 , 有 一 部 分 的 和 为 非 零 , 则 出 现 于 正 的 
与 负 的 部 分 和 中 的 顶点 分 别 组 成 集合 P, NW， 对 于 书 的 任 一 顶点 
有 尾 的 边 比 有 头 的 边 要 多 ， 对 于 P 卫 中 的 全 部 项 点， 这 些 差 的 和 恰 
为 天。 另 一 方面 , 对 于 六 的 任 一 顶点 ， 有 头 的 比 有 尾 的 边 多 , X 的 
全 部 顶点 的 这 些 差 的 和 恰 为 £ 因此 图 GG 可 由 条 合适 的 边 所 扩 
大 , 此 条 边 全 部 的 尾 在 入 中 ,而 全 部 的 头 在 呈 中 ; 全 部 的 差 将 成 
为 零 ,图 的 每 个 顶点 的 入 次 数 等 于 同一 顶点 的 出 次 数 ， 命 题 19 第 
一 部 分 的 条 件 对 于 这 新 图 成 立 ， 它 表明 一 个 闭 欧 拉 线 的 存在 ， 车 
从 图 的 任 一 欧 拉 线 中 删 去 & 条 新 的 有 向 边 , 就 得 到 天 个 开 边 列 这 
下 是 所 要 求 的 ， 

36， 以 1,2,…, 7 表示 无 环 图 G 的 顶点 ， 给 各 边 以 一 个 定向 ， 
使 每 边 尾 上 的 记 数 小 于 同一 边 的 头 上 的 记 数 ， 所 得 的 图 G 不 含 
有 向 回路 . 因为 , 不 然 ， 从 @ 的 任 一 有 向 回路 的 任 一 顶点 出 发 ， 将 
到 达 越 来 越 大 的 数 所 对 应 的 顶点 , 从 而 回 不 到 起 点 . 

37， 假 设 所 有 的 局 中 人 都 在 一 间 屋 里 ， 其 中 有 一 人 ， 送 出 仿 
部 被 他 战胜 的 人 (也 许 无 一 人 ), 而 他 自己 也 得 离开 此 屋 ; 车 还 有 人 
任 尾 里 , 久 有 其 中 的 一 人 连同 被 他 战胜 的 所 有 的 人 一 起 离开 此 尾 ; 
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这 过 程 直 继续 至 站 人 送 走 了 共 余 所 有 的 人 为 止 ， 旭 此 人 已 战胜 了 
全 部 最 后 离开 的 人 , 战胜 了 那些 先前 送 老 了 一 些 别 的 人 的 人 (因为 
他 自己 没有 被 送出 ); 但 这 些 别 的 人 又 已 战胜 了 所 有 那些 被 他 送 走 
的 人 ， 因 此 , 这 最 后 的 一 人 能 列举 出 所 有 其 余 的 人 . 

这 问题 也 可 以 借助 于 有 向 图 作 如 下 叙述 ， 以 局 中 人 对 应 于 图 
的 顶点 , 联结 每 一 对 顶点 , 使 得 一 条 边 的 头 与 尾 分 别 对 应 于 相应 赛 
局 中 的 输 者 与 赢 者 ， 这样 的 命题 立即 归结 为 问题 16 的 命题. 

注意 , 在 问题 16 的 第 一 个 解 中 ， 也 可 以 看 出 任 一 赛 局 中 的 赢 
者 (在 一 和 局 的 情形 内 ) 适合 于 问题 37， 而 且 ， 不 仅 赢 者 能 适合 ， 
在 某 些 情形 中 , 输 者 也 适合 问题 37, 比如 ， 由 图 214 的 有 向 图 及 其 
对 应 于 比赛 结果 的 表 所 表示 的 情形 下 ， 图 形 也 反映 在 某 些 情况 下 
所 有 局 中 人 都 能 适合 问题 37. 
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38， 假 设 台 含有 E(k 汪 0) 个 从 a 通 向 5 的 两 两 边 不 相 重 的 有 
向 路 。 让 我 们 从 图 中 删 去 这 些 路 的 边 , 就 得 到 了 一 个 有 向 图 G' 使 
得 . 

Pin (0)— Pout a) = out (Db) — pn (6) =%, 
对 于 一 个 任意 的 不 同 于 a 与 2 的 顶点 p, 仍 有 
Dont (Pp) = in(p). 

这 个 事实 表明 G' 中 存在 一 个 分 支 G, 它 含有 a 与 5, 因 为， 否则， 
给 这 样 的 分 支 的 边 恢 复 定向 , 该 分 支 只 含 a 与 5 中 一 个 顶点 , 则 入 
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次 数 之 和 与 出 次 数 之 和 就 将 不 同 , 这 与 命题 17 梳 了 矛盾 ， 让 我 们 给 
G" 的 边 以 原 有 的 定向 , 则 据 问题 35, 8” 中 存在 个 开 边 列 ,使 G” 
的 每 边 恰 含 于 这 些 边 到 之 一 ， 若 代 这 些 边 弄 品 去 有 同 辐 路 有 重 过 ， 
就 得 到 个 从 6 通 向 5 的 两 两边 不 重 的 有 向 路 .因为 问题 35 的 解 
中 的 集合 P 与 入 仅 由 分 别 为 5 和 4a 的 单个 顶点 所 组 成 ， 于 是 ， 若 
存在 万 个 两 两 边 不 重 的， 从 a 通 向 5 的 路 ， 则 同样 地 在 G 中 至 少 
存在 不 个 两 珊 边 不 重 的 从 2 通 向 e 的 路 ， 若 7 二 0， 此 命题 也 真 . 
因为 对 换 a 与 5, 由 同样 的 推理 可 知 , 命题 仍 成 立 , 于 是 命题 得 证 . 
39. 车 图 G 是 以 z,y 及 2 为 始点 的 随意 欧 拉 图 ， 则 按 命题 24 
所 描述 的 结构 , 这 些 顶 点 之 一 , 比如 说 , z 的 次 数 是 2. .由 于 z 的 次 
数 是 2，G 同样 是 z, z 为 始点 的 随意 欧 拉 图 , 仅 由 它们 之 间 的 两 条 
路 所 组 成 , 它们 没有 公共 内 点 , 再 一 次 据 命题 24, G 是 一 个 回路 ， 
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23， 游 戏 可 沿 着 图 215 中 粗 线 或 虚线 所 示 的 哈密 尔 顿 回路 成 
功 地 继续 下 去 . 


24， 国 经 的 边 表示 36 格 的 “ 柜 盘 ?上 马 的 可 能 的 践 步 ， 我 们 
医 导 求 G 的 一 个 哈密 尔 额 回路 ， 把 棋盘 中 央 汐 4 烙 都 记 为 e@. 落 
日 去 与 之 戏 应 的 @G 的 4 个 顶点 , 则 和 下 的 亡 包 含 4 个 罗 响 , 没有 东 
个 是 有 公共 顶点 的 ， 图 216 所 示 是 此 4 回路 之 一 ， 其 它 3 个 可 将 
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图 形 绕 中 心 旋转 90", 180" 或 270" 得 来 ， 这 样 的 回路 的 边 不 能 全 
含 于 一 个 哈密 尔 顿 回路 中 ， 但 关联 于 每 个 角 点 的 两 边 必 含 于 任 一 
险 密 尔 顿 回路 中 ， 因 为 这 些 顶 点 在 G 中 的 次 数 也 是 2， 让 我 们 考 
虚 这 4 个 回路 并 在 每 个 回路 上 删 去 不 关联 于 角 点 的 一 条 边 ， 所 得 
的 4 条 路 都 记 为 工 , 这 些 路 共 包 含 32 个 顶点 ， 全 部 4 个 顶点 4 必 
含 于 任 一 哈密 尔 顿 回路 中 . 因此 若 用 顶点 e 及 关联 于 它们 的 边 ( 每 
个 两 边 ) 把 路 工 联 结 到 一 个 回路 上 去 ， 就 得 到 了 一 个 哈 密 尔 顿 回 
路 、( 这 联结 路 的 方法 以 图 217 来 表示 ; 路 二 的 端点 用 小 回来 标 
记 . ) 用 此 方法 可 以 得 到 好 几 个 哈密 尔 顿 回路 , 图 218 的 那个 , 是 由 
删 去 边 e 而 构造 出 来 的 ; 参看 图 216. 


图 217 图 218 

25， 如 果 两 完全 图 惟有 一 顶点 公共 , 则 此 图 无 哈密 尔 顿 回路 . 
可 以 确信 图 219 的 图 是 唯一 合适 的 图 ， 

26.， 若 把 图 的 顶点 划分 为 两 个 集合 , 车 给 边 以 定向 , 使 得 所 有 
联结 着 不 同 集合 中 顶点 的 边 ， 它 们 的 尾 ( 或 它们 的 头 ) 在 同一 集合 
内 , 则 不 能 有 有 向 哈密 尔 顿 回路 , 因为 沿 一 哈密 尔 顿 回路 走时 ， 可 
以 从 任 一 顶点 到 达 任 一 别 的 顶点 ， 图 220 的 有 向 图 就 是 这 样 构造 
出 来 的 ; 虚线 表示 顶点 的 划分 . 

27， 图 G 的 边 表示 棋盘 上 马 的 可 能 跳 步 ， 我 们 来 找 G 的 哈密 
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图 219 
尔 顿 回路 ， 注 意 到 马 从 白 格 跳 一 步 , 必然 到 达 黑 格 ， 反 之 也 一 样 . 
这 说 明 沿 着 G 的 一 哈密 尔 顿 回 路 ， 对 应 于 白 格 的 顶点 总 是 紧 随 着 
对 应 黑 格 的 顶点 ， 反 之 也 真 ， 因此，G 的 任 一 哈密 尔 顿 回路 ， 因 
而 G 本 身 , 必 有 偶数 个 顶点 .车 % 是 奇数 , 则 ?也 是 奇数 ， 因 此 ， 
G 不 能 有 哈密 尔 顿 回路 , 即 问题 所 指定 的 程序 是 不 可 能 实行 的 . 

“ 28. 车 删 去 对 应 于 八 面体 的 6 个 顶点 ， 就 得 具有 8 个 分 支 的 
图 ; 每 个 分 支 是 一 个 四 面体 的 顶点 对 应 的 单个 的 顶点 ， 因 此 , 据 问 
题 3, 回 题 得 解 . 

29， 以 四 面体 的 边 去 替代 十 二 面体 的 边 ， 得 到 一 个 十 二 面体 
游戏 的 类 位 的 游戏 、 我 们 用 问题 6 的 类 似 解法 来 考虑 此 游戏 ， 固 
定 筑 一 个 顶点 2 了 及 第 一 条 边 e。， 此 时 ， 游 戏 的 继续 也 可 用 1 与 7 
的 序列 来 表示 .问题 6 的 解 中 的 规则 工 对 于 本 游戏 的 成 功 仍然 是 
必要 的 : 一 个 回路 不 能 是 另 一 回路 的 一 部 分 (这 里 , 用 不 着 考虑 规 
则 IDD， 因此 ,在 成 功 的 序列 中 不 能 连续 两 次 出 现 同一 个 字母 的 情 
形 ( 图 221 毛 示 站 两 个 字母 连续 出 现 的 情形 , 另 一 情况 容易 想象 
得 到 )， 这 表明 图 222 是 类 似 于 图 102 的 图 ， 只 有 两 不 不 同 的 序 
列 : 从 7 或 从 红 开 始 的 序列 ， 因 为 关联 于 bp 的 三 边 中 的 任 一 边 可 
以 作为 始 边 e, 所 以 , 在 固定 了 2 后 , 存在 6 种 可 能 性 ， 但 其 中 只 
三 种 给 出 不 同 的 哈密 尔 屯 回路 ， 因 为 每 个 哈密 尔 顿 回路 可 由 两 种 
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图 221 国 222 

不 同 的 方式 得 到 (对 应 于 沿 一 个 回路 的 两 种 走 法 )。 固定 3, 从 哈 窗 
尔 顿 回路 来 看 , 并 未 给 出 任何 限制 . 所 以 说 , 由 四 面体 的 边 形 成 的 
图 有 .3 个 哈密 尔 屯 回路 . 

事实 上 ， 这 四 面体 的 三 个 哈密 尔 顿 回路 不 用 此 法 也 能 更 容 甸 
地 得 到 .不 过 方法 仍然 在 此 给 出 , 因为 问题 的 第 二 部 分 , 关于 六 夯 
体 , 将 用 此 法 来 解 . 

要 想得到 游戏 的 成 功 的 结 
果 , 仍 必须 考虑 规则 工 与 开 : 若 边 
的 关联 方式 有 如 图 223 所 示 ， 且 
一 个 可 能 的 哈密 尔 顿 回路 包含 粗 
线 所 标示 的 边 ， 则 细 线 的 边 必 不 
在 其 中 出 现 ， 而 以 虚线 标 出 的 边 
又 必 属 于 此 回路 .下 列 和 字母 的 序 | 
列 中 没有 一 个 能 作为 一 个 可 能 序 图 223 
列 的 片段 : trl, rlr,777, LLL，( 图 224 表示 第 一 与 第 三 种 情况 , 而 
为 购 情况 , 可 以 由 对 换 字 母 而 得 到 . ) 图 225 类 似 于 图 102， 因 此 ， 
能 得 出 4 个 不 同 的 序列 . 因为 在 固定 了 端点 以 后 , 可 以 沿 三 边 之 一 
出 发 , 存在 着 12 种 成 功 地 继续 游戏 的 方法 ， 但 每 个 哈密 尔 顿 回路 
《jx4 ? 
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图 224 ， 

可 以 用 两 种 不 同 的 方法 得 到 ， 因 此 ， 由 六 面体 的 边 组 成 的 图 有 6 
个 哈密 尔 顿 回路 . 和 生计 生 汪 汪 潮 盾 时 时 才 ， 

30. 在 十 二 面体 游戏 的 讨论 
中 ， 我 们 证 明了 如 果 前 两 个 塞 子 
已 插 好 , 则 可 有 20 种 不 同 的 方法 
来 继续 这 个 游戏 ， 如 果 以 【 继续 
序列 ， 则 可 能 有 10 种 可 能 的 方 
法 ， 用 7 来 继续 时 还 有 10 种 . 
因此 , 车 已 插 好 前 三 个 塞 子 , 则 有 
10 种 可 能 的 方法 来 成 功 地 继续 此 图 225 
游戏 . 如 果 前 四 个 塞 子 固定 , 这 意思 是 说 出 发 点 与 第 一 条 边 已 被 先 
定 , 并 且 ， 当 字母 对 之 一 : rr, LL, rl Ir 已 被 规定 时 ， 则 还 有 两 个 
塞 子 待 播 ， 考 虑 到 图 形 的 对 称 性 , 以 及 回路 的 两 个 可 能 的 方向 , 图 
102 表示 前 两 种 情况 中 每 种 有 4 个 序列 ， 后 两 种 情况 中 每 种 有 6 
个 序列 ， 因 此 , 前 四 个 塞 子 定位 以 后 , 有 4 或 6 种 方法 使 游戏 得 以 
成 功 地 继续 下 去 . / 

”车 前 5 个 塞 子 已 固定 , 则 在 序列 中 ， 前 三 个 字母 已 给 定 , 三 个 
字母 能 以 8 种 不 同方 法 来 固定 ; 组 "77 对 应 于 图 127 的 情形 .可 
以 发 现 , 与 在 前 几 种 情况 中 用 到 的 类 似 的 推理 , 有 2 或 4 种 不 同 的 
方法 来 继续 这 一 游戏 ; 在 情形 rrz 中 有 两 种 ， 对 应 于 图 127， 图 
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215 表示 此 两 种 情形 . 
31. 二 十 面体 的 表面 由 二 十 个 三 角形 组 成 ( 见 图 226)， 我 们 
在 每 个 三 角形 内 取 一 个 点 , 车 两 个 三 角形 有 一 公共 边 , 我 们 用 一 线 


图 226 : 图 227 
联结 对 应 的 点 ， 此 线 与 该 边 相交 考 虞 画 在 二 十 面体 表面 上 的 图 
G, 其 一 部 分 为 图 227 的 虚线 所 表 出 ， 注意 到 G 同 构 于 由 十 二 面体 
的 边 所 组 成 的 图 ， 车 沿 G 的 一 哈密 尔 顿 回路 去 剪 二 十 面体 的 表 
面 , 则 显然 表面 被 一 分 为 二 ; 每 个 三 角形 也 被 一 分 为 二 ， 这 是 因为 
险 密 尔 顿 回路 包含 G 的 所 有 顶点 , 且 次 数 只 是 2. 

32. 假设 不 然 , 即 , 设 p 是 所 考虑 的 图 G 的 一 个 割 点 ， 我 们 删 

去 顶点 2 及 关联 于 它 的 边 。 所 得 的 图 至 少 有 两 个 分 支 ， 所 以 存在 
一 个 至 多 有 一 1 个 顶点 的 分 支 ， 以 Gi 记 这 样 的 一 个 分 支 ， 设 p 
是 G, 的 一 个 顶点 ，2: 在 G 内 的 邻接 顶点 是 G, 的 某 些 顶点 ， 也 许 
还 包括 p， 因 为 p; 不 能 与 C, 的 多 于 一 2 个 顶点 邻接 ，G 内 2 
的 次 数 不 能 大 于 8 一 1 这 是 一 个 矛盾, 所 以 G 没 有 割 点 ， 
本 问题 的 命题 也 可 由 命题 14 推出 .因为 后 者 的 条 件 为 G 所 
满足 , 而 哈密 尔 顿 回路 在 G 内 的 存在 就 排除 了 出 点 的 存在 (参看 问 
题 3 后 的 注意 ). 

33， 假设 不 然 , 即 , 设 图 228 的 G ( 它 同 构 于 图 128 的 图 ) 具 有 
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一 哈密 尔 顿 回路 及 ， 由 于 G 中 每 个 顶点 的 次 数 是 3， 互 包含 关联 
于 任 一 顶点 的 三 条 边 中 的 两 条 .以 了 家 示 图 228 内 用 虚线 围 出 的 
G 的 顶点 的 集合 , 据 G 的 对 称 性 ， 可 以 设 关联 于 po 的 三 边 中 仅 一 
边 不 含 于 五 中 , 此 边 为 {2o P14}。， 则 边 {91， Pp2} 及 {9 23} 属于 五 . 显 
然 ， 沿 耳 走 我 们 可 以 进入 虚线 所 围 成 的 区 域 ， 这 只 能 沿边 {24, 25} 
与 {pe, 2p7} 之 一 进入 ， 其 中 的 另 一 边 则 用 于 离开 此 区 域 ， 所 以 这 两 
边 属 于 H.， 
以 下 述 方式 构成 一 个 新 图 G*: 我 们 先 考 虑 G 的 这 样 的 子 图 ， 
它 包 含 卫 的 顶点 ， 和 G 中 连接 了 的 两 个 顶点 的 那些 边 ， 再 从 这 图 
删 去 边 {p1， Pp2} {9p, 73j}， 添 加 上 新 边 e= {p,, Pps} 与 了 ={26 pe}. 
这 样 得 到 的 图 G*, 其 每 个 顶点 的 次 数 是 3( 见 图 229). 让 我 们 考虑 
属 G* 的 五 的 边 . 边 {p1， ps} 与 {91, ?sj} 包 删 去 了 ， 但 我 们 添加 了 边 
e 代替 它们 . 类似 地 ,了 也 代替 了 这 样 的 两 条 边 ， 它 们 联结 着 三 的 
顶点 与 不 在 P 内 的 顶点 ， 依 此 得 到 了 图 G* 的 一 个 哈密 尔 顿 回路 
H*. : 
在 十 二 面体 游戏 的 解 中 提出 的 ， 也 在 解 问题 29 时 用 过 的 规则 
"2353 。 
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图 229 图 230 
工 与 了 对 过 “也 正确 , 因为 G* 的 每 个 顶点 的 次 数 是 3. 图 230 表示 图 
C ”及 一 些 用 粗 线 标 出 的 边 属于 五 *， 关联 于 顶点 4 的" 粗 边 必 属 
于 已 ”因为 , 否则 关联 于 顶点 & 的 以 细 线 标 出 的 边 ， 就 必 属 于 已 ”， 
这 与 规则 I 矛盾 . 存在 两 条 对 称 边 关联 于 8， 其 中 之 一 必 属 于 豆 ”， 
我 们 假定 “ 粗 边 "属于 吾 *。 因 为 , 据 规 则 I， 以 虚线 表示 的 边 也 属 
于 HH*.， 在 下 一 图 中 ,它们 都 改 用 粗 线 表示 . 现在 ， 我 们 考虑 顶点 
c, 为 有 两边 关联 于 它 , 其 中 必 有 一 边 属于 五 *。 于 是 图 231 所 列 的 


图 231 y 
两 个 图 中 必 恰 有 一 个 说 明 这 种 情形 ， 据 规则 I 与 1 由 “ 粗 边 * 推 知 
碟 边 一定 属于 如 *"， 类 似 地 ， 又 由 “ 虚 边 ” 推 知 “点 边 " 存 在 于 H* 
中 。 在 前 一 情况 , a 在 五 * 中 的 次 数 是 3, 在 后 一 情况 , 会 发 现 一 个 回 
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路 (在 图 的 上 半 部 ) 它 是 豆 * 的 一 个 真子 集 ， 两 种 情况 都 属 不 可 能 ， 
因为 与 我 们 的 假设 ， 即 图 228 或 图 218 的 图 有 哈密 尔 顿 问 路 相 乞 
盾 . 

注意 ， 图 228 有 哈密 尔 顿 路 . 

34.， 假定 共有 n 个 顶点 的 简单 峡 G 满 是 问题 的 条 件 , 我 们 将 证 
明 G 是 连通 的 ， 若 G 不 连通 , 不 同 分 支 的 两 顶点 不 能 是 邻接 的 , 而 
它们 的 次 数 和 至 多 为 n 一 2， 了 矛盾 十 我 们 的 假定 .以 荆 表 示 G 的 最 
长 路 中 的 一 条 , 车 的 端点 是 邻接 的 ， 据 问题 11,. G 有 了 蛤 密 尔 顿 回 
路 .否则 它们 的 次 数 之 和 有 至少 为 0， 据 问 题 12， 表 明 G 中 存在 端点 
邻接 的 最 长 路 ， 此 时 , 又 由 命题 二 可 知 , G 有 哈密 尔 顿 回路 . 

命题 14 也 可 由 问题 34 推 出 ， 因 为 ， 若 每 个 顶点 的 次 数 至 少 为 
2/2, 则 任 两 非 邻 接 顶 点 的 次 数 一 起 至 少 为 nn. 

35， 假 设 不 然 , 即 具有 r 个 顶点 的 简单 图 G 至 少 有 (n 一 1) (n 一 
2)/2 十 2 条 边 , 但 无 哈密 尔 顿 回路 ， 于 是 , 据 问题 34, 必 存 在 G 内 不 
邻接 的 两 顶点 8 与 9, 它们 的 次 数 和 至 多 为 4 一 1， 所 以 ， 至 多 存在 ? 
一 1 条 边关 联 于 ?或 9， 由 于 具有 ?个 顶点 的 完全 图 内 , 至 少 有 2% 一 3 
边关 联 于 两 顶点 ,具有 ?个 顶点 的 完全 图 内 关联 于 这 两 点 的 边 数 与 
内 关联 于 这 两 点 的 边 数 之 差 至 少 为 2n 一 3 一 (n 一 1)==n 一 2， 因 
此 , G 的 边 数 至 多 为 / / 


en) = Cn 1) +1 


_ n(n—1)—2(n—1) +1=(2—1) (2 ,1 
2 2 
这 是 一 个 矛盾 . 

奉 两 个 完全 图 分 别 具 有 2 与 4 一 1 个 顶点 ， 并 恰 有 一 顶点 是 公 
共 的 , 那么 , 这 就 是 一 个 具有 7 个 顶点 与 (x 一 1) (n 一 2) /2 十 1 条 边 而 
无 哈密 尔 顿 回路 的 图 ，( 参 看 图 219 中 的 图 , 此 时 , 4 二 6，) 
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36， 一般 地 , 车 顶点 ?与 9 在 简章 图 G 内 是 不 邻接 的 , 则 可 以 证 
明 G 具 有 所 求 的 定向 ， 让 我 们 给 G 的 边 以 一 定向 , 使 ?与 4 全 是 关联 
边 的 尾 ( 或 头 )， 得 到 一 个 有 向 图 @, 其 中 , 顶点 ?与 9 都 不 能 是 一 有 
向 哈密 尔 顿 路 的 内 点 或 终点 (或 始点 ). 但 它们 不 能 全 是 始点 (或 
终点 ), 所 以 , G 不 能 有 有 向 哈密 尔 顿 路 . 

37， 假设 不 然 , 即 , 设 问 题 中 的 强 连通 图 6 无 有 向 哈密 尔 顿 回 
路 .应 用 第 三 章 提出 的 从 极 大 出 发 的 方法 , 设 尽 是 人 的 最 长 有 向 回 
路 , 9 是 不 属于 尺 的 顶点 ， 则 gq 不 能 关联 于 如 下 的 两 条 边 , 一 边 的 头 
及 另 一 边 的 尾 在 天 内 . 因为 ,否则 ,从 后 一 边 的 尾 出 发 , 沿 回路 中 ( 顺 
着 回路 的 方向 ) 走 , 尽 可 能 地 包括 这 样 的 顶点 , 它们 是 一 些 关 联 于 4 
的 边 的 尾 , 最 后 就 得 到 这 样 的 一 条 边 (p;,，p1,1)， 使 得 边 (p1,9) 及 
(49，Ps+1) 都 含 于 G， 但 以 此 两 边 去 赫 换 屁 中 的 边 (pi, 74,1) 就 得 一 
个 有 向 回路 , 矛盾 于 外 的 极 大 性 ， 因 此 ,车 q 不 属于 中 , 则 g 是 把 q 联 
结 于 五 的 全 部 (关联 ) 边 的 尾 ， 或 者 是 全 部 这 样 的 边 的 头 ， 我 们 假 
设 % 是 全 部 这 样 的 边 的 尾 . 〈 否 则 , 也 可 应 用 类 似 的 推理 ) 从 中 的 任 
一 顶点 出 发 沿 一 有 向 路 可 到 达 qg， 因 为 6 是 强 连 通 的 ， 以 Z 记 这 样 
的 一 条 路 的 子路 ， 它 以 9 为 终点 , 而 以 以 中 一 顶点 gj 为 始点 ， 但 它 
不 含 五 的 其 余 的 顶点 ( 见 图 232)， 设 py,1 是 尽 中 以 pj 为 尾 的 边 之 
头 , 如 上 述 , 由 于 存在 边 (g, py,1), 把 它 添 加 上 去 , 就 使 联结 到 民 ， 
换 去 (py, p+1)， 就 得 到 一 有 向 回路 , 又 矛盾 于 天 的 极 大 性 ， 因 此 ， 
忆 的 全 部 顶点 在 天 中 , 命题 得 证 ， 


* 2338. 


38， 从 对 人 的 顶点 集 的 划分 , 使 之 产生 两 个 子 集 , 都 具有 给 定 
性 质 的 两 条 边 , 可 推出 6 的 强 连通 性 , 再 据 上 一 问题 的 结果 ， 就 知 
道 G 确 有 有 向 哈密 尔 顿 回路 ， 

假设 不 然 ， 加 才 把 的 项 点 集 划 分 为 丙 个 于 集 总 能 找到 具有 
给 定性 质 的 两 边 , 但 @ 却 不 是 强 连 通 的 ， 现 在 , 设 G, 是 G 的 一 个 强 
连通 的 子 图 并 且 具 有 极 大 的 可 能 的 顶点 数 ，G, 至 少 含有 一 顶点 ， 
但 不 包含 6 的 金 部 硕 点， 让 我 们 把 6 的 顶点 集 划 分 为 两 个 子 集 , 使 
其 中 之 一 就 是 G6 的 顶点 集 ， 于 是 , 存在 一 条 有 向 边 (zu, p41), 共 中 
po 属于 Go, 但 p1 不 属于 它 ， 再 定义 一 个 集合 P， 它 由 Pp1 及 G6 中 这 样 
的 一 些 顶点 组 成 , 它们 是 能 从 Fp1 沿 G 内 的 有 向 路 而 到 达 的 顶点 、P 
中 不 能 有 一 顶点 属于 ,因为 , 不 然 , 便 会 有 一 有 向 回路 ,以 p1 为 
始点 , 而 其 终点 在 名 内 ， 但 此 时 , 把 Z 及 边 (po。，pi) 联结 于 加 ,将 产 
生 一 个 强 连 通 图 ， 了 矛盾 于 Go 的 极 大 性 ， 所 以 G 有 不 在 P 中 的 顶点 
(比如 , 属于 Ci 的 一 些 顶 点 )， 由 此 , 能 考虑 一 个 的 顶点 集 的 一 个 
划分 , 使 P 单 独 作为 其 两 子 集 之 一 ， 但 集合 P 的 确定 的 性 质 表 明 不 
能 有 这 样 的 边 存在 , 其 尾 在 2 中 而 其 头 不 在 P 中 ， 因 此， 了 矛盾 于 假 
设 ， 因 此 , 问题 中 的 图 @ 是 强 连通 的 , 从 而 6G 有 一 有 向 哈密 尔 顿 回 
路 . 


第 五 意 
43.， 所 求 的 循环 赛 的 安排 ， 用 本 章 开 头 所 描述 的 方法 很 容易 
作出 ， 
44， 图 123 中 粗 线 所 示 的 边 是 一 哈密 尔 顿 回路 的 边 ， 此 哈密 
尔 巾 回路 是 两 个 1- 因 子 的 积 。( 如 图 233 中 标 有 数字 1 与 2 的 边 所 
表示 . ) 若 考虑 图 的 另 一 哈密 尔 顿 回路 它 由 图 123 中 细 线 所 示 的 
边 所 构成 , 且 也 分 解 为 两 个 1- 因 子 ，( 图 233 中 标 有 数字 3 与 4 的 
边 ), 则 余下 的 边 ( 由 数字 5 标 出 ) 构 成 图 的 1- 因 子 ， 
es 239 。 


45， 若 图 128 被 分 解 为 两 个 
因子 , 则 其 中 之 一 必 是 次 数 为 1 的 
( 见 图 234 中 的 粗 线 )， 细 线 所 示 
的 边 构 成 图 的 一 个 2- 因 子 . 注意 ， 
图 没有 连通 的 2- 因 子 ( 即 哈密 尔 
顿 回路 ) ( 见 第 四 章 的 问题 33). 

46， 图 235 中 所 示 的 粗 、 细 
及 虑 边 表示 所 求 的 三 个 因子 ， 它 
们 是 哈密 尔 顿 回 路 一 一 可 按 命题 
13 后 略 述 的 方法 得 到 

47. 具有 5 个 顶点 的 完全 图 的 任 一 双 图 子 图 (4, B) 有 性 质 : 
4 或 B 至 多 有 两 个 顶点 ， 让 我 们 假设 删 去 双 图 G(4, B) 的 边 ， 其 中 
4 不 含 多 于 两 个 的 顶点， 以 CC 表示 具有 5 个 顶点 的 完全 图 的 不 在 
”4 内 的 顶点 集 , 则 C 至 少 有 3 个 顶点 ， 具 有 5 个 顶点 的 完全 图 的 由 
0 导出 的 子 图 的 边 没有 一 条 被 删 去 ， 因 此 ， 在 具有 5 个 顶点 的 完 
全 图 中 存在 一 个 三 角形 , 其 中 没有 一 条 边 是 被 删 去 的 ， 所 以 , 在 删 
去 后 余下 的 图 不 能 是 双 图 . 

48、 应 用 命题 35 本 问题 容易 解答 ， 没 有 一 个 图 含 1- 因 子 ， 因 
。 2A0 ，。 


为 ， 若 命题 35 的 集合 各 由 图 155 中 的 顶点 4, 5 与 c 和 图 156 的 中 
央 的 单个 顶点 构成 , 则 分 别 有 *=5 及 =3， 注 意 到 图 155 有 性 质 : 
全 部 顶点 含 于 图 的 回路 中 ; 又 注意 全 
0 3- 正 则 图 . 
.车 G 满 足 问 题 的 命题 的 条 件 , G 就 具有 一 闭 欧 拉 线 ， 沿 着 

G 的 汉人 区 拉线 十 我 们 交 蚀 地 给 边 标 上 数字 1 与 2,， 标 有 同一 数字 
的 边 构成 G 的 一 个 6- 因 子 ， 因 为 每 次 我 们 沿 1 型 的 边 到 达 一 个 顶 
点 , 我 们 又 沿 2 型 的 边 离开 它 , 或 者 次 序 相 反 ， 对 于 出 发 点 也 如 此 ， 
因为 G 有 偶数 条 边 ， 于 是 , 问题 得 解 . 

注意， 车 所 要 求 的 分 解 是 可 能 的 ， 则 所 讨论 的 图 ， 必 有 偶数 条 
边 , 因为 两 个 &- 因 子 有 相同 数目 的 边 , 具有 4m 一 1 个 顶点 的 完 全 图 
是 2k- 正 则 连通 图 ,X=2m 一 1， 这 种 图 的 边 数 是 


DD (m2) 24m 3m) +1， 


即 , 对 于 ”m 的 每 个 正 整数 值 , 它 是 奇数 ， 因 此 ， 图 有 偶数 条 边 这 一 
条 件 不 能 省 略 . z : : 

若 一 个 图 恰 有 两 个 分 支 ， 它 们 都 是 具有 4m 一 1 个 顶点 的 完全 
图 , 则 它 也 是 24- 正 则 图 , 其 中 =2m 一 1， 这 图 有 偶数 条 边 ， 但 它 
不 能 分 解 为 两 个 -因子 ， 因为 不 然 , 我 们 可 分 别 地 分 解 每 个 分 支 . 
但 这 是 不 可 i 能 的 ( 见 上 述 )， 因 此 ， 图 是 连通 的 这 个 条 件 也 不 可 省 
了 略 . 

50. 设 G 是 一 个 欧 拉 图 ， 于是, 据 第 三 章 的 命题 6，G 的 每 个 
顶点 的 次 数 是 偶数 ; 据 第 三 章 的 命题 5, 所 以 G 的 每 条 边 含 于 G 的 
一 个 回路 中 ; 又 据 第 三 章 的 命题 12, G 中 无 桥 . 

51. 设 是 连通 5- 正 则 图 G 的 一 座 桥 ， 第 三 章 的 问题 5 表明 
若 k 是 偶数 , 则 G 中 无 桥 ， 因 此 ,大 是 奇 歼 ， 设 玉 是 @G 的 一 个 奇 次 
因 于 ， 于 是 ，G 中 不 属于 fi 的 边 构成 一 个 偶 次 因子 f,， 第 三 音 
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问题 5 的 命题 表明 ,的 每 人生 边 含 于 ;的 一 个 回路 中 ， 因 而 ， 也 
含 于 G 的 一 个 回路 中 .所 以 ， 据 第 三 章 的 问题 12, 和 不 属于 i 而 
在 到 内. 

52.， 此 命题 显然 可 由 上 一 问题 的 命题 推出 . 

53， 此 命题 也 可 由 问题 51 的 命题 得 来 . 

54，、 假 设 连 通 28 十 1- 正 则 图 的 一 个 顶点 邻接 于 28 十 1 座 桥 . 
图 的 企 一 因子 分 解 至 少 产生 一 个 奇 次 因子 ， 问题 51 的 命题 表明 
其 次 数 为 2 十 1， 因 此 ， 图 中 不 含 一 个 次 数 小 于 28 十 工 的 因子 . 

这 个 评注 也 表明 在 图 Cs 中 , 象 在 命题 42 中 那样 ( 见 图 154 
中 的 Gs), 没有 一 个 因子 是 它 的 一 个 真子 图 , 因为 桥 只 能 关联 于 中 
央 顶 点 . 

55， 我 们 必须 证 明 ， 在 把 连通 双 图 G 的 顶点 任意 地 分 成 黑色 
与 白色 , 使 同一 部 分 的 项 点 有 同一 的 颜色 , 设 ?是 G 的 任 一 顶点, 以 
xb 4z, ga … 记 其 余 的 顶点 ， 因 为 G 是 连通 的 , as 可 由 2 沿路 三 = 
1, 2,3,，…) 到 达 ， 者 顶点 被 分 成 白 的 与 黑 的 , 每 条 边 怠 甘 联 于 不 同 
颜色 的 两 个 顶点 .因此 , 车工 ; 的 长 是 偶数 , 则 aj 总 与 同色， 否则 
对 于 一 切 i 值 便 是 不 同色 的 ， 

56.， 设想 把 网 放置 在 mxn 格 的 棋盘 上 ， 使 年 格 上 恰 有 一 珠 
失 每 珠 与 对 应 的 格 同色 , 则 每 线段 联结 的 是 不 同色 的 两 珠 ， 因 此 ， 
震 珠 与 线 分 别 对 应 于 图 的 顶点 与 边 ， 则 此 图 是 双 图 ， 应 用 图 论 的 
术语 , 问题 是 : 什么 样 的 本 7 1 的 值 能 使 具有 mx x 个 顶点 的 双 图 具 
有 了 哈密 尔 顿 回路 ?每 个 8 或 哈密 尔 顿 回 路 一 一 的 长 , 在 一 个 
双 图 中 应 是 偶数 .因此 ， 和 m x 是 奇数 ， 网 不 能 按 所 要 求 的 方式 
由 单个 的 回路 所 构成 ， 车 m 或 % 是 偶数 , 则 可 以 .图 236 指明 此 过 
程 如 何 应 用 于 图 157 的 网 ， 一 般 的 情况 与 此 类 似 ， 

“57， 假 定 一 个 双 图 有 ?x 个 所 的 与 % 个 黑 的 顶点 ， 以 如 记 一 个 
(比如 说 ) 白 顶点 的 次 数 ， 是 国 的 所 有 其 余 的 顶点 的 次 数 为 其 
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图 236 
中 加 盖 0 及 5>>0. 图 的 边 数 , 可 由 计算 关联 于 黑 的 号 日 的 项 后 的 多 


数 两 种 方式 给 出 ， 因 而 , 我 们 得 到 
ko +(m—1)k=nk 


因此 ， 
ko =(n—mt1)p 
由 于 所 之 0 及 b>0,n 一 m 二 11 我 们 得 到 
Eo =E. 
所 以 , 不 存在 没有 孤立 顶点 并 具有 性 质 : 除 一 个 顶点 外 ， 其 余 的 全 
部 顶点 , 有 相同 的 次 数 的 双 图 , 而 这 例外 顶点 的 次 数 又 小 于 其 余 顶 
点 的 次 数 . 

58， 我 们 对 % 用 归纳 法 进行 证 明 ， 命 题 对 于 n==1 是 显然 的 ， 
因为 具有 两 个 顶点 的 完全 图 是 双 图 ， 设 % 宇 1, 假设 命题 对 于 % 成 
立 . 我 们 将 证 明 命题 对 于 z 十 1 也 成 立 . 设 G 是 一 个 具有 2"+1 个 顶 
点 的 完全 图 , 以 4 记 G 的 任 一 2 个 顶点 的 集合 ,以 B 记 G 中 不 在 
4 内 的 顶点 的 集合 ; 它 也 包含 2" 个 顶点 ， 因 为 2x2"=2"1!1， 以 G4 
与 Gs 记 G 的 分 别 由 4 与 B 导 出 的 子 图 ， 设 Go(4，B) 是 G 的 包含 
尽 可 能 多 的 边 的 双 图 子 图 ，G4 与 G5 都 是 具有 2" 个 顶点 的 完 
图 ， 于 是 , 由 假设 , 在 G4 和 Gs 中 都 可 以 找到 ww 个 子 图 ， 每 个 这 样 
的 子 图 是 双 图 , 它 全 一 起 包含 G4 与 G8 的 爹 部 的 边 ， 由 于 4 与 B 没 
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有 公共 顶点 ，G4 的 任 一 双 图 子 图 与 Gs 的 任 一 双 图 子 图 放 在 一 起 
仍然 是 双 图 ， 让 我 们 把 G4 与 Gs 的 这 些 双 图 子 图 进行 配对 ， 并 以 
Gu Gs,…, G。 记 所 得 的 双 图 ， 最 后 , 双 图 的 组 
Go, Gr Ge, Cr 
包含 了 G 的 全 部 的 边 ;于 是 命题 对 于 n 十 1 得 证 . 
注意 我 们 不 能 在 具有 2" 十 1 个 顶点 的 完全 图 中 找到 个 双 图 
子 图 , 使 得 完全 图 的 所 有 的 边 都 出 现 于 这 些 子 图 之 一 ， 当 ?一 2 时 ， 
练习 47 的 命题 证 实 了 这 一 点 . 
59， 所 讨论 的 双 图 , 形 如 G(4, B), 对 于 一 切 * 的 值 , 使 得 4 与 
B 的 每 个 有 22 个 顶点 , 且 4 的 任 一 顶点 邻接 于 B 的 全 部 的 顶点 . 
设 CGI 2, °°, QO2n 
与 
b, bs, *, b,, 
分 别 为 4 与 BB 的 顶点 ， 我 们 将 清楚 地 给 出 所 求 的 分 解 过 程 ， 一 般 
情况 可 借助 于 图 237 所 示 的 ”= 3 的 情形 导出 ， 在 此 图 中 , 考虑 了 
有 两 个 有 共同 中 心 的 正 2 边 形 , 顶点 e 与 5 都 是 此 两 2 边 形 的 
顶点， 图 中 所 示 的 边 构 成 我 们 的 图 的 哈密 尔 顿 回 路 五 ， 现 在 我 
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们 把 项 点 a; 的 下 标 增加 2， 并 以 ca: 与 ac 分 别 远 换 Qn 1 Rd2n. 内 | 
图 的 边 构成 另 一 哈密 尔 顿 回路 琅 ， 每 调整 一 次 下 标 便 产 生 一 
新 的 哈密 尔 顿 回路 ， 把 这 些 回 路 记 为 3, 有 4…, 必 及,， 易 证 这 些 
哈密 尔 顿 回路 中 没有 一 对 具有 任何 公共 边 ; 因此 , 求 得 了 我 们 图 的 
所 需 的 分 解 

60， 对 本 问题 给 出 两 个 解 , 仅 第 二 解 用 到 图 论 的 知识 . 

对 于 第 一 解 , 我 们 从 棋盘 上 所 选 的 某 一 格 出 发 ， “水 平地 ”， 尽 
可 能 地 走 , 一 直到 同一 行 的 另 一 选 定 的 方 格 为 止 . 然后 “垂直 地 ”， 
尽 可 能 地 走 ， 直 到 同 列 的 另 一 标 b: b2 bs ba bs bs bsb: 

出 的 方 格 为 止 , 如 此 下 去 ; 我 们 按 | 
水 平 与 垂直 的 方向 交替 地 走 . 迟 。 oj 

早 ， 会 来 到 我 们 先前 到 过 的 一 个 ad 
方 格 ( 见 图 238)， 此 方 格 到 必定 汰 导 
是 出 发 时 的 那 一 格 , 因为 不 然 , 可 a 和 站 
随 之 考虑 下 列 过 程 : 线 PM Wh 二 二 
到 MM, 是 第 一 次 到 达 . 而 沿 戏 图 238 
村 又 被 略 去 ， 最 后 , 我 们 沿 第 二 过 这 给 了 我 们 与 如 同 
行 或 同 列 的 第 三 个 方 格 (三 个 方 格 是 P, @ 及 及)， 但 这 是 一 个 矛盾 ， 
因为 与 政 相 同 的 一 行 与 一 列 中 只 能 分 别 另 选 一 个 方 格 ， 因 此 ， 路 
线 是 闭 的 并 覆盖 了 偶数 个 方 格 ， 因 为 水 平 的 与 垂直 的 线段 是 互相 
交 赫 的 ， 让 我 们 沿 着 路 线 每 隔 一 格 放 上 白 棋 子 ， 而 在 其 余 的 方 格 
上 放置 黑 棋 子 ， 容易 知 道 每 行 与 每 列 均 恰 有 一 个 白 的 与 一 个 时 的 
棋子 . 

若菜 些 行 与 列 一 直 没有 涉及 ， 即 我 们 的 路 线 还 没有 覆盖 全 部 
所 选 的 方 格 , 则 让 我 们 从 任 一 未 被 覆盖 的 方 格 出 发 , 以 同样 的 方式 
行进 . 再 一 次 地 交替 地 放置 白 的 与 黑 的 棋子 , 添加 的 行 与 列 将 都 仿 
一 日 的 习 一 肌 的 棋子 ， 被 第 一 路 线 所 改 盖 的 方 格 不 会 被 第 二 路 线 
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所 履 盖 , 因为 第 二 路 线 的 出 发 顶点 不 在 第 一 路 线 上 , 这 表明 同行 的 
为 一 所 选 的 方 格 , 还 不 曾 谱 覆盖 ; 且 ， 此 时 与 此 后 一 方 格 同 别 的 男 
一 所 选 的 方 格 也 不 曾 被 覆盖 , 等 等 - 

如 有 必要 ， 便 可 重复 这 一 过 程 ， 直 至 每 行 每 列 价 含 一 饭 的 与 
一 黑 的 棋子 ， 

在 第 二 解法 里 , 双 图 G(4, B) 可 按 下 法 构造 而 得 : 集 4 与 BB 各 
包含 8 个 顶点 ,分别 对 应 于 棋盘 的 8 行 与 8 列 ， 以 a qa2,…, 6s 及 
01, 52,…, bs 表示 这 些 顶 点 ， 当 且 仅 当 属 于 行 a; 且 属 于 列 b 的 方 
格 是 被 选 出 时 边 {ai, 6;} 属 于 G. 于是， 我 们 的 图 的 边 对 应 于 所 选 
的 方 格 ; 所 以 , G 有 16 条 边 ，( 图 239 表示 G, 对 应 于 图 238 的 图 . ) 
由 于 棋盘 的 每 行 与 每 询 有 两 个 所 选 的 方 格 ， 图 G 每 个 顶点 的 次 数 
为 2、G 是 一 个 2- 正 则 双 图 , 据 命 题 18 或 问题 8 的 命题 ， 它 可 以 
分 解 为 两 个 1- 因子 , 比如 说 ,与 7; 的 积 . 车 把 白 的 与 黑 的 棋子 
分 别 放 置 在 对 应 于 与 Pi 的 边 的 方 格 上 ， 即 得 所 求 的 放置 法 
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注意 ， 从 图 论 的 观点 看 来 本 问题 实质 上 与 问题 8 是 一 同事 . 

61， 用 两 种 方法 来 证 本 命题 。， 先 设 记 是 连通 大- 正则 双 图 (% 
之 2) 的 一 座 桥 ， 若 出 去 丸 就 得 到 两 个 双 图 , 没有 孤立 顶点 , 使 在 每 
企图 中 ， 有 一 个 顶点 的 次 数 是 4 一 1， 而 所 有 其 余 顶 点 都 有 次 数 为 
《， 和 作为 问题 于 的 否定 答案 的 一 个 结果 , 这 是 不 可 能 的 . 

用 命题 18 给 出 第 二 个 证 明 ; 它 说 盟 我 们 的 图 至 少 是 两 个 1- 因 
子 的 积 ， 所 有 这 些 1- 因 子 必 含有 图 的 每 座 桥 , 根据 问题 81， 因 此 ， 
* 245， 
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载 们 的 图 不 能 有 任何 的 枚 . 

62， 让 我 们 把 学 生 排 成 % 行 与 1 列 ， 使 得 每 个 学 校 的 学 生 组 
成 一 行 ， 同 时 通晓 同一 主题 的 学 生 在 同一 列 ， 让 我 们 以 下 述 方式 
定义 双 图 G(4, B): 4 与 B 都 有 % 个 顶点 , 分 别 对 应 于 行 与 列 。 每 
个 学 生 对 应 于 图 的 一 边 ; 车 他 位 于 第 i 行 与 第 j 列 , 则 边 分 别 关联 
“于 4 与 中 对 应 于 第 i 行 与 第 j 列 的 项 点， 于 是 ， 此 图 是 4- 正 则 
双 图 ， 必 须 证 明 此 图 存在 一 *- 因 子 , 因为 问题 要 求 我 们 选拔 的 学 
生 对 应 于 一 k- 因 子 的 边 ， 据 命题 18, 我 们 的 图 是 个 1- 因 子 的 积 . 
这 种 分 解 的 任 一 个 1- 因 子 的 积 就 产生 一 个 b- 因 子 . 

下 述 选拔 学 生 的 方法 易 证 是 。。 0 o e@ e@ 
合适 的 .让 我 们 在 开始 时 ， 选 拔 eeoo 8 
第 一 列 的 第 一 个 学 生 ， 第 二 列 的 
第 二 个 学 生 , 等 等 , 从 每 列 选 出 
个 连 着 的 学 生 ， 假 定 第 % 个 学 生 
之 后 是 第 一 个 学 生 ( 见 图 240 中 oo ee ee ee 
的 黑 点 , 其 中 4 二 5 及 =3). 图 240 

.63。 考 虑 一 个 双 图 GC(4, B), 无 重 边 , 其 中 4 与 了 3 都 有 1 个 项 
点 , 每 个 顶点 的 次 数 至 少 是 z/2， 我 们 必须 证 明 存 在 一 个 覆盖 五 的 
独立 边 集 ， 这 只 需 证 明 满足 命题 19 的 条 件 即 可 ， 让 我 们 在 B 中 选 
取 个 顶点 ， 车 硅 x/2， 则 这 些 顶 点 中 的 任 一 个 至 少 有 上 个 邻接 
顶点 , 因为 每 个 顶点 的 次 数 至 少 为 %/2, 且 图 没有 重 边 ， 车 1/2， 
则 所 考虑 的 顶点 的 邻接 顶点 构成 整个 集合 4， 因 为 B 的 未 被 选 上 
的 顶点 的 个 数 小 于 4/2, 且 由 于 4 的 每 个 顶点 至 少 邻接 于 B 的 n/2 个 
顶点 ， 于 是 , 4 的 全 部 的 顶点 在 这 些 选 出 的 顶点 中 有 邻接 的 顶 点 

64， 所 求证 的 等 式 可 由 命题 28, 22 及 30 的 等 式 推出 ， 

注意 : 在 此 命题 中 略 去 “ 双 ? 字 也 能 得 证 . 

65， 假 如 不 然 , 肥 双 图 GC4，B) 的 集合 4 与 B 都 怡 有 w 个 顶点 
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(m 宇 2), G 无 重 边 , 至 少 有 mm 一 1) 十 2 条 边 ， 但 无 哈密 尔 顿 回路 ， 
于 是 , 4 的 所 有 顶点 不 能 邻接 于 B 的 所 有 顶点 , 因为 否则 , 显然 G 中 
存在 一 哈密 尔 顿 回路 ， 因 此 , 据 命 题 32， C 中 分 别 有 4 与 B 的 顶 扩 4 
与 9, 它们 不 邻接 , 旦 有 
2p(a) 十 P(DD) 天 71， 

而 -0 分 别 邻接 于 如 与 4 的 全 部 的 顶点 ， 则 将 由 这 些 事实 推 
知 2m 一 1 条 边 的 存在 ， 由 于 , 据 上 述 不 等 式 , 这 些 边 中 至 多 有 mn 条 
边 属于 G* 与 G 间 的 边 数 之 益 至 少 有 2m 一 1 一 m= 二 m 一 1， 这 里 ， 
C 是 一 新 图 ， 从 G 由 联结 4 的 任 一 顶点 与 瑟 的 每 个 顶点 得 来 ， 国 
此 , G* 有 m 条 边 , G 的 边 数 不 能 大 于 mm? 一 (m 一 1)=m(m 一 1) 十 1， 
这 是 一 个 地 盾 ， 所 以 ， 我 们 假设 G 没 有 哈密 尔 顿 回路 是 不 正确 的 
(参看 第 四 章 的 问题 35). 

66， 亲 题 的 命题 容易 从 命题 33 推 出 ， 因 为 没有 男孩 或 女孩 在 
舞会 上 分 别 地 认识 少 于 mm/2 名 的 女孩 或 男孩 ， 所 以 ， 图 有 一 哈密 
尔 顿 回路 , 它 就 表示 出 所 求 的 安排 法 . 


第 入 章 
82。 如 图 241 所 示 的 一 对 互补 的 图 符合 要 求 ， 粗 线 是 三 角形 
83。 只 需 证 明 , 所 考虑 的 任 一 边 ， 它 的 端点 无 公共 的 邻接 点 . 


图 241 


念 于 图 形 的 对 称 性 ， 只 需 考虑 两 边 ; 作为 图 的 骨架 的 多 边 形 的 一 
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边 以 及 一 对 角 线 . 

84， 把 命题 43 应 用 于 本 问题 (长 为 4 的 回路 与 它 的 对 角 线 一 
起 也 是 一 个 具有 4 个 顶点 的 完全 图 ); 命题 40 也 可 用 来 解答 第 一 
问题 . 老 4=3, 只 需 比 命题 40 及 命题 妇 内 给 出 的 边 数 务 限 多 1。 因 
此 , 当 ?=8 时 , 两 问题 的 正确 答案 分 别 是 17 及 22, 而 当 n 二 9 时 , 则 为 
21 及 28. 
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85， 据 命题 5. 28 与 6. 53， i = 
n=ivmxt cvain Sivauxt oo-. 
因此 ， 
， ”2en 
人 人 -一 一 ~ 一 
” max eTn detn 


据 命题 6. 53， 等 式 成 立 当 且 仅 当 所 考虑 的 图 是 一 a 顶点 的 完全 图 ， 
或 它 的 每 个 分 支 是 顶点 个 数 相同 的 完全 图 ， 
86， 由 于 , 于 刀 3， 
fHa_ftf/s_ ff df 
人 三 人 及 证 二 十 二 = 条 


所 以 ， 对 每 个 图 成 立 fpmsx= 它们 有 相同 的 最 低 次 数 ， 对 第 一 
图 ， 


jeE& -HE f+ta 
4 TT 
同时 ， 对 第 二 图 ， 
了 did fia 
本 十 十 记 一 一 , 


这 些 图 都 是 ((n1, fz,…, 27)) 
型 的 ( 匈 图 242)， 我 们 以 G 表 示 
这 样 的 一 个 图 .者 我 们 删 去 图 中 
对 应 于 联结 图 形 的 两 图 的 线 的 那 图 242 
紫 边 , 易 见 , 即 得 到 一 个 双 图 ， 因 此 ，G 的 每 个 奇 回 路 包含 7 种 类 
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型 的 每 一 种 的 边 , 它 由 图 形 的 7 条 线 所 表示 ， 因 而 , G 的 任 一 奇 回 
路 长 至 少 为 7. 

”87. 应 用 上 一 练习 题 所 用 的 相同 的 方法 ， 这 些 图 显然 不 含 三 
角形 ，。 因 为 只 可 能 有 7 二 5, 当 


—3 
3 


' a 


三 ?一 >1 


时 ， 对 于 两 图 , 有 


在 第 一 图 中 的 边 数 是 


1 一 3 nn: 一 6n 十 9 十 4n 一 12 十 4 
( 2 ) 4 tl 
(nC—1)? 
= 十 工 
第 二 图 有 祖 同 的 边 数 ， 
Rl 一 1 ?一 42 十 3 十 27 一 2 
4 一 -tl 


《2 一 1 
= 一 了 一 一 十 1 


88， 据 2. 4, 所 论 图 的 边 数 至 多 为 4 一 1. 若 此 数 恰 为 一 1, 则 据 
2. 26, 图 是 连通 的 , 即 树 ， 以 了 表示 % 顶 点 的 树 ， 若 x 三 3， 划 一 长 
为 2 的 路 ( 见 图 243) 含 于 中 ， 若 无 7 的 长 度 大 于 2 的 路 ， 则 爹 部 
它 的 边关 联 于 2, 往往 把 这 些 图 叫做 星 形 图 ， 图 243 是 星 形 图 ，] 或 
2 顶点 的 完全 图 也 是 星 形 图 .因此 , 所 求 的 图 有 2 一 1 条 边 ， 且 是 旦 
形 图 ; 无 别 的 图 具有 这 些 性 质 ， 


图 243 图 244 
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89， 图 194 表 示 4 顶点 的 简单 图 , 其 中 有 两 图 适合 本 问题 ， 它 

们 同 构 于 图 244 中 的 图 . 
90. 一 长 为 4 的 回路 注 同 一 对 角 线 所 构成 的 图 总 含 一 三 角 

形 . 《oa mm) 型 的 图 是 双 图 ; 因此 ,不 含 三 角形 , 它们 不 能 含有 长 为 4 
的 回路 连同 一 对 角 线 . 

91. 《2, 7 一 27 型 的 双 疼 的 全 部 回路 的 长 都 为 4， 因 此 , 我 们 的 
命题 可 用 前 一 练习 题 所 描述 的 方法 推 得 . 

92， 据 5. 23， 图 192 :5 图 245 中 的 不 同 的 极 大 独立 顶点 集 的 
个 数 是 相同 的 ， 极 小 覆 次 顶点 集 ”bb cc 4 


也 如 此 ， 如 图 245 中 粗 线 所 示 的 | 
长 为 4 的 路 ， 不 能 由 少 于 两 个 的 
顶点 来 覆盖 ， 仅 当 这 些 顶点 是 /1 
与 z 时， 两 顶点 就 够 ”因为 边 图 245 
{a, 9} 尚未 被 它们 所 覆盖 , 每 个 覆盖 顶点 集 含 至 少 三 个 顶点 ， 若 边 
{a, 8} 被 5 所 禾 盖 , 则 顶点 六 了 及 4 一 起 政 盖 了 全 部 的 边 ， 若 不 然 ， 
边 不 能 被 覆盖 、 因 此 ， 在 我 们 的 图 中 仅 存在 一 极 小 覆盖 顶点 集 ， 
所 以 顶点 a, , e 与 9 是 唯一 的 极 大 独立 顶点 集 . 

983， 据 1. 42, n 顶 点 的 不 连通 简单 图 G 的 补 图 G* 是 连通 的 , 若 
G 的 边 数 是 极 大 的 , 则 G* 的 边 数 是 极 小 的 ， 据 1. 22, G* 至 少 有 一 
1 条 边 ， 因 此 , G 的 边 数 至 多 为 


[nN ， ， az) 一 220 一 1) (n—1)(n—2) 
(9) 0D -rd Fe-D- -beD 


各 芭 顶点 的 简单 图 G 有 两 个 分 支 ， 它 们 分 别 是 1 及 ?一 1 顶点 的 完 
全 图 , 则 Gl! 有 (2 一 1)(2 一 2)12 条 边 ; 因此 , 它 是 极 图 ， 可 以 证 明 极 
图 是 唯一 的 ， 如若 不 然 , 即 还 有 一 个 极 图 是 具有 % 个 顶点 的 Gs, G， 
的 每 个 顶点 的 次 数 至 多 为 2 一 2， 因 为 G* 是 不 连通 的 . 在 Ga 的 每 个 
顶点 的 次 数 至 多 为 4 一 3, 则 Gs 至 多 有 n(n 一 3)/12 条 边 ， 但 这 数 小 于 
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(n 一 1)(n 一 ?)/2， 与 G。 是 极 图 的 假设 蔬 拓 .因此 ，G: 有 一 次 数 
为 4 一 2 的 顶点 p, 所 以 G 内 恰 有 一 个 顶点 9 存在 ， 它 不 同 于 p 及 其 
邻接 点 ，9 是 Gs 的 一 孤立 顶点 ， 由 于 Gs 是 不 连通 的 。 因 此 ，G: 同 
构 于 Gi. - 

94， 设 G 是 定义 数 a(3, 3) 问 题 的 极 图 ，G* 是 它 的 补 图 ，G 与 
G* 都 有 5 个 顶点 , 它们 没有 三 角形 , 昌都 有 ivmsx 三 2， 若 ivmax = 
1, 对 于 其 中 之 一 成 立 , 则 它 将 是 5 顶点 的 完全 图 , 所 以 将 含 一 三 角 
形 ， 因 此 , 对 于 G 与 G* 均 有 ivmsx 二 2， 据 命题 17， 在 G 内 与 G* 内 
的 每 个 顶点 ?的 次 数 至 多 为 2， 因 为 ，? 在 G 内 与 G* 内 的 次 数 和 是 
4, 所 以 每 个 顶点 在 两 图 中 的 次 数 均 为 2， 据 1. 42 G 与 G+ 之 一 是 连 
通 的 ， 因 此 , 据 1. 36, 其 中 之 一 是 长 为 5 的 回路 ， 它 的 补 图 也 是 一 
五 边 形 . 

95， 让 我 们 假设 命题 不 真 ， 或 者 在 6 顶点 的 简单 图 G 内 或 在 
它 的 补 图 G* 内 ,所 含 的 三 角形 的 总 个 数 假设 至 多 为 一 个 ， 据 1. 16， 
其 中 之 一 , 比如 是 G*, 含 一 三 角形 . 图 G,， 不 含 三 角形 , 所 以 , 有 三 
个 独立 顶点 . G 不 含 4 个 独立 顶点 , 否则 G* 将 含有 一 4 顶点 的 完全 
子 图 , 因而 也 含有 两 个 三 角形 . 所 以 , 对 于 G, ivmsx ==3, 以 表示 G 
中 的 极 大 独立 顶点 集 ， 因 为 G 的 任 一 极 大 独立 顶点 集 导 出 G* 的 
一 三 角形 , 严 是 G 中 唯一 的 极 大 独立 顶点 集 ， 有 一 边 {2, 9} 存 在 于 
G 内 被 不 在 五 内 的 那些 顶点 导出 的 子 图 中 , 因为 , 了 是 极 大 的 , 8 与 
4 在 了 中 均 有 邻接 点 .车 在 G 内 2 仅 有 一 个 邻接 点 于 了 的 顶 点 中 ， 
则 五 的 不 邻接 于 p 的 两 顶点 将 与 p 构 成 异 于 五 的 一 极 大 独立 顶点 
集 ， 这 是 一 个 矛盾 ， 同 理 , 对 于 gq 也 成 立 ， 所 以 ，2 与 gq 在 了 内 至 少 
有 两 个 邻接 点 , 因而 它们 有 一 公共 的 邻接 点 ， 于 是 , 得 到 G 中 的 一 
个 孟 角 形 , 这 是 一 个 矛盾 . 

据 练 习 82, 不 能 证 明 含 于 这 些 补 图 中 的 三 角形 个 数 总 大 于 2. 

96， 图 189 中 ， 每 个 顶点 的 次 数 是 4， 据 练习 83, 图 没有 三 角 
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形 ， 任 一 顶点 的 4 个 邻接 顶点 构成 一 独立 顶点 集 ， 以 有 表示 构成 
图 形 骨 架 的 13 边 形 ， 易 见 , 由 于 图 形 是 对 称 的 ， 任 一 顶点 ?的 邻接 
顶点 是 沿 玉 在 ?后 的 第 1, 第 5, 第 8 与 第 12 个 位 置 ， 让 我 们 假设 图 
有 5 个 独立 顶点 , 每 个 顶点 被 一 黑 币 覆 盖 , 同时 所 有 其 它 的 8 个 顶 
点 由 白 币 和 覆盖. 黑 币 覆盖 的 顶点 不 能 是 邻接 的 ， 相 对 于 黑 币 , 白 币 
应 在 哪里 呢 ? 在 任 两 黑 币 间 存 在 一 白 币 . (硬币 的 顺序 与 邻接 性 ， 
自然 假定 是 沿 玉 的 ; 两 黑 币 是 相 邻 的 ， 若 在 它们 间 的 两 弧 之 一 没 
有 别 的 黑 币 , ) 对 此 需 有 5 个 白 币 ， 让 我 们 来 找 出 另外 三 个 白 币 的 
位 置 ， 若 此 三 个 也 在 相 邻 两 黑 币 之 间 , 则 存在 一 黑 币 , 使 其 以 后 的 
第 五 个 硬币 也 是 黑 的 ( 见 图 246); 这 是 一 个 矛盾, 因为 被 黑 币 所 覆 


”六 的 顶点 必定 是 独立 的 ， 因 此 ， 对 于 两 个 黑 币 , 与 2 必 恰 有 两 白 
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图 246 图 247 

币 在 它们 之 间 ， 但 是 为 了 避免 此 矛盾 ( 见 图 247) 至 少 得 多 一 个 白 
币 在 5 及 别 的 与 5 相 邻 的 黑 币 ( 异 于 a 的 ) 之 间 ， 交 换 a 与 5 的 作用 , 仍 
然 如 此 ， 由 此 ， 确 定 了 全 部 13 个 硬币 的 位 置 ， 但 这 又 引出 了 另 一 : 
个 市 盾 ( 见 图 248)， 所 以 , 对 于 图 189 的 图 , ivm,, =4 

97， 据 练习 83 及 问题 96, z(3, 5) 之 13, 即 z(3, 5) 宇 14， 但 出 合 
题 24， 

"(3, 5)S( 2 )—| 11=15—211=14 
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Pil , n(3,5)=14. 

图 189 的 图 是 极 图 , 可 以 证 明 它 是 本 问题 唯一 的 极 图 . 

98， 从 具有 % 个 顶点 的 完全 图 中 , 删 去 一 顶点 9 连 辐 它 的 关联 
边 ， 所 得 的 有 7% 一 1 个 顶点 的 完全 图 据 5.1, 它 是 4 一 2 个 1- 因 子 
的 积 . 让 我 们 给 边 染 上 色 , 使 同一 1- 因 子 的 边 有 同一 色 , 而 不 同 的 
1- 头 子 有 不 同 的 色 .。 最 后 ， 设 关联 于 2 的 订 有 的 边 具 有 不 同 的 闫 
色 ， 此 染色 的 2” 顶点 的 完全 图 的 任何 单 色 子 图 的 任 一 分 支 至 多 有 
三 个 顶点 ， 因 此 , 若 多 是 柯 数 ， 

fn-1 (7)E3, : 
显然 , fx_1(7) 之 2. 现在 假定 对 某 和 奇数 1 之 3， fn_1(n) 一 2 成 立 . 这 
意思 是 % 顶点 的 完全 图 的 边 , 能 被 染 上 ”一 1 种 色 ， 使 之 没有 同色 
的 边 对 有 一 公共 闪 点 。 则 同色 的 边 构成 有 顶 反 的 完全 图 的 1- 因 
子 . 这 表明 %n 不 能 是 奇数 ， 所 以 , 车 % 是 奇数 , 则 
fn-1(n) 二 3 
也 真 ;这 与 上 述 不 等 式 一 起 , 表明 f, .1(7) =3. 

99.， 我 们 必须 证 明 对 任 一 m 十 顶点 的 简单 图 G, 或 者 G 有 一 
长 为 mr 的 路 , 或 者 它 的 补 图 G* 有 一 上 长 为 上 的 路 .以 T 记 一 m 十 £ 顶 
点 的 完全 图 . 让 我 们 给 了 的 边 染 上 两 色 , 红 与 蓝 , 使 G 与 G* 分 别 地 

。254 。 


仅 由 红 与 蓝 边 表 出 , 我 们 须 证 了 或 是 含 一 长 为 m 的 红 路 , 或 是 含 一 
长 为 大 的 蓝 路 . 若 下 的 全 部 的 边 有 同一 色 , 则 存在 一 长 为 m 十 一 1 
的 单 色 路 , 由 此 证 明了 命题 .车 允 中 同时 存在 红 与 落 边 , 能 找到 7 
中 的 一 子 赂 7T ,由 一 红 与 一 蓝 的 路 组 成 ,两 条 路 恰 有 一 公共 顶点 . 让 
我 们 考虑 这 类 型 的 爹 部 子 图 T' 及 人 T 的 爹 部 单 色 路 ; 以 2* 记 具 有 
这 些 图 中 有 极 大 迪 激 的 图 之 一 ， 车 7* 不 是 单 色 的 , 以 工 及 疡 表 
示 T* 的 分 别 由 红 与 蓝 边 组 成 的 路 .上 距 时 ， 令 p 是 及 的 公 
共 顶 点 , 同时 qi 及 qs 分 别 表 示 厂 ; 与 Za 的 异 于 p 的 端点 . 

现在 ， 我 们 来 证 明了 的 全 部 顶点 含 于 7T* 中 ， 假 设 不 然 , 即 7 
中 有 一 顶点 7 不 在 T* 内 . 若 7* 是 一 单 色 路 ，9 为 其 顶点 之 一 ， 
则 把 它 联结 到 有 的 边 {r, 9} 上 , 无 论 该 边 有 什么 色 , 均 矛 盾 于 T* 的 
极 大 性 ， 不 然 ， 车 T* 不 是 单 色 
的 , 则 它 的 极 大 性 表明 卫 的 边 {7， 
gi} 及 {7, qz} 分 别 是 蓝 与 红色 的 . 
如 图 249 所 示 的 情形 ; 实 线 与 虚 
线 分 别 对 应 于 红 与 蓝 边 、 允 的 边 


di ~、 - 
{191，9:} 或 是 红 的 或 是 蓝 的 ， 在 ~、 z Re 
前 一 情况 , 让 我 们 出去 ZT* 的 关联 r 4 
于 ga 的 蓝 边 , 添加 议 边 {q1,9;} 及 图 249 


{ga，7}，2* 的 这 一 改变 矛盾 于 7* 的 极 大 性 ， 在 后 一 情况 ,类似 . 
因此 , 者 以 mi 及 5 分别 记 荆 | 与 工 ,的 长 , 则 
: m+k=mi -1k,. 
若 了 不 含 一 长 为 m 的 红 路 , 则 T* 也 不 包含 ; 因此 ， 
1 入 1w 一 1 因而 . 
m+ km++k, 
即 bk, 
它 习 明了 了 * 中 存在 一 长 为 上 的 蓝 路 , 因而 , 在 下 中 也 如 此 . 
* 77。 


i60. 设 G 是 一 个 满足 问题 条 件 的 图 之 一 ， 了 是 G 中 -一 极 大 
独立 顶点 集 , 工 是 G 的 而 不 在 内 的 顶点 的 集合 , 了 与 工分 别 有 % 
与 a 一 个 顶点 ， 因 为 了 是 极 大 的 , 工 的 任 一 顶点 至 少 邻 楼 于 了 的 
一 个 顶点 .因此 , 存在 也 的 一 顶点 至 少 有 次 数 为 (一 友 /5 否则 ,了 
的 顶点 将 一 起 关联 于 少 于 ((n 一 有 /8)E=n 一 k 条 边 , 它 表明 存在 
的 一 顶点 , 它 不 邻接 于 卫 的 任何 顶点 ， 因 此 , 据 命 题 17， 


n—k 
A 


由 此 , 即 推 得 所 需 的 不 等 式 . 

101， 这 天 是 所 论 图 G 的 一 极 大 独立 顶点 集 , 以 工 记 G 中 而 不 
在 了 中 的 顶点 的 集合 ， 则 五 与 工分 别 有 f 了 及 f+4d 个 项 点， 由 于 
f+ad>f, G 的 由 工 导 出 的 子 图 含 某 些 边 , 设 {o1, as} 是 其 中 的 一 边 . 
因 五 极 大 , ai 与 as 均 有 互 内 的 邻接 顶点 ， 设 于 其 中 各 取 一 点 分 别 
记 为 bb 与 g 此 两 顶点 不 同 , 因 G 无 三 角形 ，G 也 不 含 五 边 形 . 所 
以 , 不 能 有 同时 邻接 于 5b. 与 8, 的 顶点 ， 因 为 5 与 2 的 邻接 顶点 
祁 在 工 内 ， 

2920 全 VON) + pb) Efi+d, 
让 此 , 有 
pu 
练习 86 完全 证 明了 那里 给 出 的 图 是 这 问题 的 极 图 . 

102， 鞠 令 ivomwx 二 之 2/2 与 a=2f 十 4(4d 宇 1)， 也 就 是 f= 

(一 4)/2, 对 于 所 论 的 2 顶点 的 图 成 立 ， 据 命题 39 
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林 假 定 关 系 1 之 2, 否则 命题 是 显然 的 ， 车 4= 1 则 据 命题 66， 
ssf+1- (3) 十 1 
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甘 4 之 1, 则 
<Y- nn 0) n(n—2)_ (n—l1++1)(n—1—1) 
4 


pe < = 1 

现在 , 再 设 三 mn/2. 设 F 了 是 G 的 一 极 大 独立 顶点 集 , Go 是 G 
的 子 集 , 由 G 中 不 在 内 的 那些 顶点 组 成 ， 对 Go 设 yes 一双. 由 
于 2/ 2 于 所 以 , Go 的 顶点 数 2 一 了 至 多 为 /2， 我们 有 上 £ 硅 n/4 三 
f/2. 由 于 G 不 是 双 图 ，Ce 中 至 少 存在 一 边 ， 即 x 宇 1， 让 我 们 选 
取 Go 的 一 极 大 独立 边 集 , G, 是 Ce 的 子 图 , 由 这 些 边 的 端点 导出 . 
大 了 是 Go 的 而 不 在 Gi 内 的 顶点 的 集合 , 则 了 显然 是 Co 的 一 独立 
顶 后 集 ( 见 图 250)， 卫 内 存在 一 一 2k 个 顶点 ， 同 时 , 据 命题 40 
G 至 多 有 六 条 边 ， 卫 的 任 一 顶点 , 至 多 能 邻接 于 Gi 的 个 顶点 ， 
因为 G 没有 二 角形 ， 若 联结 这 些 邻 接 顶点 的 边 ， 这 些 边 是 关联 于 
已 的 顶点 的 , 以 及 还 有 G1 的 边 全 都 考虑 在 内 ， 则 G 的 所 有 的 边 都 
已 被 提 到 . 人 17, G 的 每 个 顶点 的 次 数 至 多 为 f, 因此 ， 
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efr+(n—f—28)f tk:=(n—f)f—t(f—E). 
图 为 25 己 f, 积 £(f 一 8) 将 随 上 的 减少 而 减少 , 因此 
(一 1 一 (一 1)) 一 下 (一 有 一 (一 28) 一 1<8(f 一 人 ， 
此 减少 过 程 还 能 继续 ， 因 为 也 有 2(4 一 1) 3 对 ， 国 此 ， 当 =1 时 ， 
得 到 最 小 可 能 值 ， 于 是 
* 257 。 


en) )f—fi+1=f(n—f—1)+1. 
积 f(n 一 f 一 1) 可 以 看 作 是 一 有 1 一 1 个 顶点 的 (f，z# 一 了 一 了 型 的 
图 的 边 数 . 据 关 于 问题 33 的 解 的 注 记 , 此 数 至 多 为 ((n - 1)/2).. 
所 以 ， 


2 
e+l. 


练习 87 完全 证 明了 在 那里 给 出 的 图 是 本 问题 的 极 图 . 

103， 设 顶点 2 与 4 均 属 于 图 G 的 块 7 与 7,。， 因 为 , 块 是 过 
通 图 , 从 8 滞 7T1 内 的 一 路 二 及 7; 的 路 工 ,可 到 达 p， 荆 与 :不 
能 有 一 公共 边 , 因为 G 的 每 边 恰 在 一 块 内 ， 若 我 们 离开 p， 沿 二 
走 , 并 继续 在 L; 上 走 , 则 我 们 到 达 了 一 个 以 前 到 达 过 的 项 后 (P 古 
这 样 的 一 个 顶点 )。 产 生 了 一 个 回路 , 它 有 一 边 在 7, 内, 也 有 一 边 
在 Ts 内, 它们 均 关 联 于 q, 这 是 一 个 矛盾 . 

104，、 若 一 个 图 有 多 重 边 ， 则 于 其 中 存在 长 为 2 的 回路 。 所 
以 ， 我 们 不 妒 假定 所 考虑 的 图 GG 有 2m 十 1 个 项 后 及 3m 十 s 条 边 
(s 宇 1), 且 是 简单 图 以 LK 记 G 的 一 生成 林 . 据 2.18， 工 至 多 有 
2m 条 边 , 至 少 有 mm 十 s 条 继 ; G 至 少 有 m 十 s 个 回路 ，G 内 存在 两 
个 有 公 雌 边 的 回路 KK, 和 下 ,， 否 则 G 将 至 少 含 3(m 十 8s) = 二 3m 十 
3s 条 边 ; 但 只 存在 3m 十 s 条 边 . 设 。 是 在 不 ;内 但 不 在 下 | 内 的 
一 边 ， 存 在 一 下 ;的 统 , 以 bp 与 2 为 端点 , 使 e 含 于 此 弧 中 , 且 2 与 
& 是 此 弧 中 属于 Ki 的 仅 有 的 顶点 .( 若 我 们 沿 天 走 ， 从 e 出 发 ， 
按 两 个 方向 ，2 与 9 是 第 一 次 接触 到: 的 顶点 ).， 车 考虑 K; 的 此 
缴 及 2 与 4 间 的 天 的 两 弧 ， 此 三 绝 中 的 任 两 弧 构 成 一 回路 ， 寿 
三 约 的 长 分 别 为 ,bs 与 js 则 三 回路 长 分 别 是 训 十 bo， 十 bs 与 
ks 十 ks。 它们 的 和 是 2(81 十 十 bs), 为 一 偶数 , 所 以 ， 其 中 之 一 必 
为 偶数 . : 

由 于 图 的 任 一 回路 是 图 的 单个 块 的 一 子 图 ， 问 题 67 的 图 Co 
* 258 + 
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是 =3 时 的 极 图 (比如 , 对 m=5, 见 图 251)， 车 考虑 任 一 这 样 的 
图 , 它 的 每 个 块 是 一 三 角形 ; 于 是 图 无 偶 回 路 ， 有 3m 条 边 与 3 十 
(mx 一 1)2 二 2m 十 1 个 顶点 . 


图 251 图 252 


105. 假设 G 满足 命题 的 条 件 ， 则 据 1. 23，G 含 一 长 至 少 为 
3 的 回路 . 因此 ， 只 需 考 虐 G 含 一 二 角形 的 情形 ; 以 01, G2, G3 记 叱 
的 顶点 ， 因 为 G 是 连通 的 , 至 少 有 4 个 顶点 , 不 妨 假设 图 252 含 于 
其 中 , 由 于 ai 不 是 割 点 ， 删 去 它 连 同 它 的 关联 边 ， 不 会 使 图 不 连 
通 . 于 是 ， 所 得 到 的 图 有 一 连通 04 与 as 或 a 的 路 ， 此 路 不 含 边 
{4z, 43); 假设 os 与 4: 是 工 的 端点 ( 另 一 情况 , 同 理 )， 路 乙 , 连同 边 
{a2, G43}, {as 1} 及 {a 6 构成 G 中 长 至 少 为 4 的 回路 . 
106. 命题 71 给 出 了 =1 而 为 偶数 时 的 解 ， 若 n 是 奇数 ， 
则 合适 的 图 G 只 能 有 次 数 至 多 为 1 的 顶点 ， 所 以 , 仅 当 它 的 全 部 
分 支 , 除 弧 立项 点 外 , 都 是 两 顶点 的 完全 图 时 , G 才 有 极 大 边 数 .所 
以 , 对 于 ==1 及 一 切 1 
| 闻 | 


若 =2 而 %* 能 被 3 整除 时 ， 则 仍 由 命题 71 给 出 解 ， 现 在 假 

设 不 能 被 3 整除 , 此 时 , 命题 71 表明 e 三 x 一 1 设 G 是 此 时 的 极 
图 . 若 G 不 含 回路 , 则 据 练习 88 的 解 , 它 是 “ 星 形 ?图 ， 若 G 含 一 
回路 , 则 此 回路 的 长 必 为 3， 但 G 中 一 三 角形 的 任 一 顶点 , 必 仅 邻 
搁 于 此 三 角形 的 顶点 ， 我 们 已 能 看 出 ，G 的 回路 都 是 三 角形 ， 它 
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们 构成 G 的 分 支 , G 可 能 有 了 唯一 的 另外 的 分 支 只 能 是 一 星 形 图 ( 据 
练习 88)， 当 ?% 不 能 为 3 所 整除 时 ， 这 样 的 分 支 确 实 是 存在 的 ， 


因此 , 若 不 能 被 3 整除 , 册 


> 
> 


ee 三 1%], 


极 图 有 一 星 形 图 的 分 支 而 所 有 其 它 的 分 文 都 是 三 角形 ， 没 有 别 的 


极 图 ， 

107， 以 ao az gs G4 记 G 中 次 数 至 少 为 4 一 2 的 4 个 顶点 ,而 
其 余 的 顶点 就 记 为 b1, 5,,…。 至 多 有 两 个 顶点 5,, 它们 至 少 与 6 
与 4 中 的 一 个 不 邻接 ， 所 以 , 有 两 个 (其 至 4 个 )5,, 比如 说 ,是 加 
与 2， 辣 时 邻接 于 ai 与 gz， 顶 氮 gl a;, 51, 5 是 G 中 长 为 4 的 回 
路 的 项 后 ， 在 ba， 名，… 中 只 有 两 个 顶点 至 少 与 es 及 as 中 的 一 个 
不 邻接 ; 因此 , 有 其 中 之 二 , 同时 邻接 于 as 与 co 这 就 得 到 一 长 为 4 
的 新 回路 , 显然 , 它 与 前 述 的 回路 无 公共 顶点 . 

108。 设 是 所 考虑 的 有 % 个 顶点 的 图 G 中 的 一 极 小 长 的 回 
路 ; 和 4 是 天 的 长 度 , 而 Go 是 由 G 中 不 在 五 内 的 顶点 导出 的 G 的 子 
图 ， 在 解 问题 76 时 , 我 们 有 下 列 结果 : 下 没有 对 角 线 ，Go 至 多 有 
1 一 0w 一 1 条 边 , 且 震 记 他 5， 则 五 的 每 条 续 的 长 度 至 少 为 3 所 以 ， 
Go 的 任 一 顶点 至 多 邻接 于 下 的 一 顶点 ， 因 此 , 车 m 宇 5， 

em (n—m—1)+i+n—m=2a—m—12n— 6, 

可 % 之 3, 它 小 于 32 一 9 因而 , G 不 能 是 一 极 图 . 

以 下 , 我 们 不 妨 假 定 m==4.， 问题 76 的 解 还 表明 

e 三 4 十 (2 一 4 人 4 一切 十 2(2 一 4 一 372 一 9， 

等 式 e 一 32 一 9 成 立 ， 仅 当 Ge 有 ?2 一 5 条 边 且 G6 的 每 个 顶点 恰 邻 
接 于 灭 的 两 个 顶点 ， 这 就 直接 地 推出 , 当 2=5 时 ，C 是 图 253 的 
《3，2> 图 ， 现 在 设 4 三 6， 由 2. 26 可 知 G6 是 连通 的 ，、 以 如 ,8 aa 
bs 依次 记 五 的 顶点， 又 设 as 是 Go 中 有 极 大 次 数 的 顶点 ， 设 5 与 
六 是 它 在 站 中 的 两 邻接 项 点， 而 它 在 Go 中 的 邻接 顶点 是 5b，54 
? 460 +9 
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图 253 图 254 


…， 车 n=6， 则 G6 中 异 于 as 的 唯一 的 顶点 563, 只 能 邻接 于 K 的 
顶点 a 与 az( 见 图 254)， 因 此 , G 是 一 《3,3) 型 的 图 ; 用 记 法 G = 
G(4, B), 则 顶点 a; 及 5 分 别 组 成 集合 4 及 互 

车 4>6, 则 9g(as) 宇 2， 下 述 事 实 依然 成 立 ， 对 任 一 ; 兰 3, 在 
Ki 内 顶点 5; 的 邻接 顶点 只 能 是 ai 与 cs 但 车 ;之 3, 5; 在 Go 内 有 
as 以 外 的 邻接 顶点 , 因为 , 若 有 那么 一 个 顶点 c 邻接 于 8， 则 ， 例 
如 , 一 方面 据 g(a3) 沁 9p (53), as 在 Go 内 有 两 个 邻接 顶点 ， 另 一 方 
面 ，e 在 及 内 的 两 邻接 顶点 , 只 能 
是 bi 与 5， 但 此 时 就 产生 顶点 
不 交 的 两 回路 : 图 255 中 用 粗 线 
与 虚线 所 表示 的 回路 . 因此 , cs 是 
Go 的 一 切 边 的 端点 , 或 Go 是 一 星 
形 图 ; 2 与 2 是 as 在 五 内 的 两 邻 
接 顶 点 ， 阁 i 三 3， 则 a 与 ay 都 
”是 玉 的 邻接 顶点 ， 所 以 , G 是 一 
《3，z 一 3》 型 的 图 ; 用 记号 G= 
G(4,B), 人 4 与 B 分 别 由 a 与 
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组 成 . 这 些 图 既 不 含 三 角形 又 不 含 顶点 不 交 的 两 回路 。 因 为 , 这 图 
的 任 一 回路 必 含 4 中 三 顶点 之 二 , 于 是 , 所 求 的 图 是 《3, 2 一 32> 型 的 
那些 图 ; 设 有 其 它 极 图 . 

109. 命题 可 对 2 归纳 地 证 明 如 下 : 当 2=4 和 4 时， 命题 成 这 ( 见 
练习 89 的 解 )， 让 我 们 固定 值 % 宇 4， 并 假设 对 于 % 命 题 成 并 ;我 
们 来 证 2 十 1 时 它 也 成 立 ， 以 G 表 示 一 2 项 点 的 极 图 ， 基 有 问 
题 所 给 定 的 性 质 ， 据 练习 91，G 至 少 有 22 十 蕊 一 全 2 一 人 下 
条 边 ， 

车 存在 一 顶点 2, 它 的 次 数 至 多 为 了 则 出 去 p, 也 许 还 有 关联 
于 Pp 的 边 , 将 产生 一 % 顶 点 的 图 Go， 它 不 包含 任何 带 一 对 角 线 的 
回路 .Co 内 的 边 数 , 据 假设 , 至 多 是 2 一 4 可 知 8 至 多 有 2n—4 
十 1 稚 边 , 这 是 一 个 了 矛盾， 

右 G 的 每 个 预 点 的 次 数 至 少 为 3, 则 考虑 G 的 一 极 大 路 工 . 由 
于 二 的 一 痪 所 2 只 能 于 邻接 于 工 的 顶点 ， 即 可 推出 存在 带 一 对 和 角 
线 的 回路 ( 见 图 256, 其 中 回路 与 对 角 线 分 别 由 粗 线 与 虚线 表 出 ). 


图 256 


所 以 ， 我 们 不 妨 假 设 在 G 内 有 一 次 数 为 2 的 顶点 gq 删 去 4 
以 及 关联 于 它 的 两 条 边 寻 出 一 2 顶点 的 图 G1， 显然 G 没有 带 一 
对 角 线 的 回路 ， 因 为 , G1 至 少 应 有 22--4 条 边 ， 据 假设 , 它 是 恰 有 
22 一 4 条 边 的 一 极 图 . 

先 假定 G, 不 含 三 角形 ， 则 G1 是 一 《2， 1 一 2> 型 的 图 ， 若 %= 
4, 则 人 是 一 长 为 4 的 回路 , 所 以 ,9 在 G: 内 的 邻接 顶点 必 为 此 回 
路 两 不 邻接 的 项 点 ， 此 时 ，G 是 一 《2, 3> 型 的 图 ， 如 图 253 中 所 见 
的 . 右 ?> 和 则 仅 两 个 次 数 至 少 为 3 的 顶点 能 在 G 内 邻接 于 9, 否 
?920 和 ? 


划 或 省 G 内 的 一 三 角形 ， 或 者 存在 带 一 对 角 线 的 回路 ( 见 图 257， 
由 粗 线 与 虚线 焉 示 的 回路 及 其 对 角 线 )， 所 以 ，G 是 42, 2 一 1 型 ， 
即 <2, 2 十 1 一 22> 型 的 图 . Aq 


图 257 258 

让 我 们 假设 于 G， 内 存在 一 三 角形 ，4 在 G 内 只 能 邻接 于 G 
的 一 任意 的 三 角形 的 一 个 顶点 ， 因 此 , 车 G, 同 构 于 图 191 中 的 4 
顶点 的 图 ， 则 G 必 同 构 于 同一 图 形 中 5 个 顶点 的 图 ， 这 后 者 不 能 
同 构 于 G1， 因为 , 由 此 就 能 推出 G 内 存在 带 一 对 角 线 的 回路 ( 见 图 
258) 

于 是 , 问题 得 解 . 

110. 命题 可 对 m% 归 纳 地 证 明 如 下 : 当 n=2 时 , 命题 成 立 ( 见 
练习 89 的 解 )， 让 我 们 固定 值 m 兰 2, 假设 命题 对 mm 成立， 我 们 来 
证 明 它 对 m 十 1 也 成 立 ， 设 G 是 一 2(m 上 IT 顶点 的 极 图 ， 它 具有 
问题 所 给 定 的 性 质 ， 根 据 练习 90，G 至 少 有 (Gm 十 1?=m? 十 2m 十 
1 条 边 . 车 G 没 有 三 角形 , 则 据 命题 40, G 必 为 (mm 十 1 mm 十 1 型 的 
图 . 

让 我 们 假设 G 的 每 一 边 含 于 G 的 某 三 角形 中 ,车 G 的 每 个 顶 
扩 的 次 数 至 多 为 2， 则 G 至 多 有 2m 十 2 二 mm? 十 2m 十 1 条 边 以 > 
记 G 的 一 个 顶点 ， 它 的 次 数 大 于 2. 设 p 与 9 是 含有 顶点 7 的 那 
个 三 角形 之 另 两 项 点， 车 删 去 jp 与 9 以 及 关联 于 它 的 边 ， 则 所 得 
的 一 新 图 Ge 有 2m 个 顶点 .因为 p(7) 福 2, G6 内 存在 一 边 {7,s} 
G 中 不 能 有 带 公共 边 的 两 三 角形 , 否则 就 有 了 带 一 对 角 线 的 长 为 4 
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的 间 和 路 ， 记 以 , 含有 边 {r，s)} 的 二 角形 在 甸 内 ， 设 上 是 它 的 异 于 
7 与 5 的 顶点 、 扎 点 3 与 二 不 能 
在 G 内 邻接 于 Pp 或 49( 见 图 259). 
顶点 PD 了 与 《在 G 内 除了 7 外 无 公 
共 的 邻接 顶点 ， 因 此 ， 属 于 G 人 
不 属于 Go 的 边 数 至 多 为 2m. G。 yp s 
不 能 含有 带 一 对 角 线 的 长 为 4 的 图 259 
回路 ; 于 是 , 据 假 进 , G 至 多 有 m? 条 边 ， 所 以 , G 内 的 边 数 至 多 为 
m" 十 2m 这 是 一 个 矛盾 . 

现在 , 我 们 假设 , G 有 一 边 (ao, go)， 它 不 含 于 属于 G 的 任 一 三 
角形 中 .此 时 ,a6 与 加 不 能 有 同一 个 邻接 顶点 ， 删 除 G 的 此 两 顶 
点 导出 一 2m 顶点 的 图 Gi,，G 内 但 不 在 G, 内 的 边 数 至 多 为 2m 十 
1]; 事实 上 ， 仅 当 G 的 每 个 顶点 或 邻接 于 oo 或 邻接 于 加 时， 此 边 
数 为 2m 十 1， Gi 内 不 能 有 一 长 为 4 的 连同 一 对 角 线 的 回路 ， 据 假 
设 ,G 至 多 有 和 ”条 边 . 

车 Gi 中 存 一 三 角形 已， 则 如 内 存在 一 项 点 , 它 既 不 邻接 于 qo 
也 不 邻接 于 bo、 否则 , 吾 内 将 有 一 边 ， 其 两 端点 均 邻 接 于 ao 与 
之 一 ， 此 时 ， 可 推出 存在 一 长 为 4 的 连 间 其 一 对 角 线 的 回路 ， 于 
是 ，G 内 但 不 在 G! 内 的 边 数 至 多 为 2m; 因而 ，G 至 多 有 1m: 十 2m 
条 边 , 这 是 一 个 矛盾 ， 

因此 , 我 们 假设 在 G1 内 无 三 角形 ， 则 据 命题 40, 车 G 有 和 ?条 
边 , 它 必 为 一 《m, m) 型 的 双 图 , 此 时 , 若 G 有 人 十 2 二 1 条 边 ， 则 
图 G 二 G,(4，B) 的 每 个 顶点 , 由 集 4 与 B 确 定 ， A 与 B 各 具有 m 
个 项 点， 每 个 顶点 恰 邻 接 于 顶点 oo 与 bo 之 一 ,车 ao 同时 邻接 于 
分 别 在 4 与 B 内 和 的 a@ 与 六 则 不 能 另 有 Gi 的 顶点 c, 它 邻 接 于 au 
食 则 ，G 中 就 会 存在 一 其 为 4 的 连同 其 一 对 角 线 的 回路 ( 见 图 
260)， 因 为 , c 邻接 于 @ 或 六， 于 是 ， 加 邻接 于 G 中 除 e, 与 
。 25f， 


a 1 


图 260 
外 的 全 部 的 顶点 ， 而 由 于 和 三 2， 它 邻接 于 4 的 一 顶点 cy 与 互 的 
一 顶点 8;:， 但 在 此 情况 下 , 与 上 述 同 理 ，b 也 有 不 能 邻接 于 G1 的 
任 一 别 的 顶点 的 性 质 ， 于 是 , 车 G 有 mm 十 2m 十 1 条 边 ， 则 m==2.， 
于 是 构成 图 190 中 有 6 个 顶点 的 图 (参看 图 261)， 若 和 >2, 且 G 
有 mm 十 2m 十 1 条 边 , 则 ao 就 不 能 有 一 -邻接 顶点 ， 比 如 说 , 在 4 内， 
bo 不 能 有 在 B 内 的 任何 的 邻接 顶点 , 于是, G 是 一 个 Cm 十 1, m 十 1》 


型 的 图 . 


图 261 

111. 只 许 移动 两 根 火 柴 ， 因 此 , 需 构成 4 个 方 格 ， 仅 两 个 方 
格 可 以 利用 , 即 , 在 “ 角 ” 上 的 那 两 个 , 也 即 , 全 部 4 个 方 格 需 落 在 图 
262 的 7 个 方 格 中 ， 因 为 , 有 16 根 火 柴 ， 它 们 必须 是 4 个 方 格 的 
边 ， 此 4 方 格 中 ， 每 两 个 都 没有 公共 边 ， 可 用 下 述 方式 构造 出 一 
对 应 于 图 262 的 7 顶点 的 简单 图 G，G 的 顶点 对 应 于 方 格 ， 当 和 且 
仅 当 对 应 的 两 方 格 有 一 公共 边 时 两 硕 点 是 邻接 的 ( 见 图 192)， 所 
以 , 对 应 于 所 求 方 格 的 顶点 ， 必 然 均 成 G 的 一 独立 顶点 集 ， 现 在 ， 
据 练习 92, 对 于 G, ivmx =4。， 在 此 练习 中 只 给 出 一 极 大 独立 顶点 
"465。 


“图 262 图 263 
集 ， 对 此 ， 只 能 构成 4 个 带 阴影 线 的 方 格 ， 且 只 有 一 种 可 能 的 办 
法 . 即 , 把 图 263 中 标 有 zx 的 火柴 挪 到 标 有 2 处 的 位 置 上 ， 因 此 ， 
所 求 的 火柴 布置 法 是 可 能 的 . 交换 两 根 被 挪动 的 火柴 的 作用 不 
产生 一 个 新 解 . 实质 上 , 它 只 有 一 个 解 ( 见 图 264)。 
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外 下 列 出 本 书 中 所 介绍 结果 的 作者 .图 论 型 的 某 些 问题 也 摘自 匈牙利 
每 年 为 中 学 生 举办 的 库 尔 斯 恰 克 (J. Kiirschak) 数学 竞赛 的 试题 . 
另 有 七 本 书 已 见于 文献 目录 ， 就 不 在 此 列 出 了 。 那些 书 ， 有 的 是 介绍 性 
的 , 有 的 则 水 平 较 高 , 均 可 供 进一步 的 参阅 . 
图 论 , 不 存在 统一 的 术语 ， 同 一 语种 的 一 些 书 , 也 常常 以 不 同 的 字 、 词 来 
表达 相同 的 概念. 
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Ore, 19], 定理 7. 3.3; 匈牙利 方法 : [3]; 22.: Konig, [7], 第 XIV 章 , 定理 
13; 32., 33. 与 66. . Moon 与 Moser，[35]; 34. .Rado, [39]; 35. 及 其 推广 ; 
Tutte, [45j; 41. . Petersen, 171, 第 X11 党 ， 
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9. 与 10. . [291; 19. 与 20. . Greenwood 与 Gleason, [29], 定理 2 与 3; 22.: 
Ramsey, [40]; 23. . Erdos 与 Szekeres，[27j 与 [29j， 推 论 1; n(3, 6) 一 18: 
Kéry, [32]; 24.:[32]; 1(3, 5) =14,n(4, 4) =18 Gn(3,3,3)=17: [29]; 28. 
与 其 后 的 注 记 2.Erdos, [22]， 定理 Ifa 与 IJ 29. 与 30. Andrasfai 与 Ge- 
rencsér-Gydrfas, [20] 与 [28]; 38. 与 44. : zarankiewicz, [47] 与 [19], 定理 
2. 4; 40. 与 43. : Turkn, [42] 与 [43]， 其 它 证 明 见 [9] 的 13. 4， [17]， [31], 
[48]; 17. 与 42. . [19], 3. 5; 49. 中 的 几何 应 用 : Erd8s, [5], 问题 1961/1; 53. 
与 54. .Erd6s 与 Gallai, [25], 定理 (1.7) 与 (1.8); 58..[19], (2. 1), (2.2) 
与 (2. 3); 62., 63. ,64. 与 66.. Andrdsfai, [19], 定理 (2.5), (2.6)，(2.8) 与 
(3.1), (分 别 地 ); 65. : Andrdsfai, [18], 定理 (3. 4); 70. 71. 与 72. : Erd6s 与 
Gallai [24], 定理 (1.14), (2.6) 与 (2.7), (分 别 地 ); 76.，80.，81., 107. 与 
108. : Erda8s 与 P6sa, [26], 定理 2, p. 4, 定理 3, 引 理 1 与 定理 2，( 分 别 地 ); 
99. . Gerencsér 与 Gyarfds, [28], 脚注 1; 101.. Andrasf&i, [i191,，Pp. 423; 
102. .Erdos 与 Gallai, [18], 定理 43. 7); 104. : [30], 问题 10; 105. 。 Dirac, 
[21], 定理 4 106. . Turrén 与 Andrasfai, [16], 8; 109. . posa， 
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内 容 索 5 


出 划 


方法 ”从 最 小 出 发 的 方法 meihod of starting from minimun 61 
从 最 类 出 发 的 方法 imethod of starting from maximun 61 
交错 路 方法 method of alternating paths 118 
人 匈牙利 方法 “Hungrian method 122 
最 长 路 方法 method of the longest path 18 

分 支 ” 分 支 (连通 支 ) Component 15 

幻 方 幻 方 magic Square 85 


五 划 


涉 ” 有 向 边 的 涉 head of a directed edge 55 
长 ”路 或 回路 ( 圈 ) 的 长 length of a path or a circuit 13 
过 边 edge 1 

有 向 边 directed edge 55 

多 重 边 multiple edges 2 

定 同 边 oriented edge 52 

临 错 边 ”critical edge 125 

独立 边 independent edges 108 

入 划 

并 顶点 集 的 并 union of sets of vertices 124 
次 次 (或 价 ):$ degree (or valency):$ 2 


和 人 次数 : pin indegree: gin 56 
出 次 数 : out outdegree: pout 56 ~ i 
列 边 列 edge-train 52 | 机 
闲 边 列 closed edge-train 52 
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开 边 列 open edge-train 52 
因子 图 的 因子 factor of a graph 108 
1- 因 子 one-factor(1-factor) 108 
-因子 k-factor 108 
问 路 ” 问 路 circuit 13 
边 不 重 的 问 上 路 edge-disjoint circuits 199 
有 同 同 路 directed circuit 56 
有 向 哈密 尔 顿 回路 directed Hamiltonian circuit 99 
奇 回路 odd circuit 182 
顶点 不 交 的 回路 vertex-disjoint circuits 199 
了 哈密 尔 顿 回路 Hamiitonian circuit 80 
偶 同 路 even circuit 182 
基本 回路 fundamental circuit 30 z 
基本 回路 组 fundamental System of circuit or basic system 
of circuit 30 
同 构 同 构 isomorphism 4 


七 划 


外 ” 补 图 (图 的 补 ) complement of a graph 9 
: 互补 complementary to each other 9 
条 件 ” 空 的 条 件 empty condition 55 
通行 条 件 ”traffic-condition 58 

形 三 角形 triangle 7 

hh 边 形 rn-gon 13 
块 块 block 194 
尾 有 问 边 的 尾 tail of a directed edge 55 


八 划 


定向 图 的 定 门 (方向 ) orientation (direction) of a graph 55 

林 林 forest 28 
生成 林 spanning forest 32 

环 环 loop 2 

» 274。 


有 


AR 


加 图 graph 2 

子 图 subgraph 10 

不 连通 图 disconected graph 14 

无 限 图 infinite graph 65 : 

竞赛 图 tournament graph 101 

正则 图 regular graph 108 

对 称 图 symmetric graph 101 

母 ( 包 含 ) 图 contained graph 10 

次 数 为 的 正则 图 regular graph of degree 有 108 

通行 图 traffic graph 57 

有 向 图 directed graph 55 

有 限 图 finite graph 65 

自 补 图 self-complementary graph 19 

同 构 (同一 的 ) 图 isomorphic (the same) graph 4 

导出 子 图 induced subgraph 124 

红 图 red graph 148 

红 - 蓝 完全 图 red-blue complete graph 148 

完全 图 complete graph 7 

连通 图 connected graph 14 

有 向 图 directed graph 55 

欧 拉 图 Eulerian graph 54, 55 

极 图 extremal graph 142 

星 形 图 star 250 

饱和 图 saturated graph 131 

临界 图 critical graph 131 

简单 图 simple graph 6 

真子 图 proper Subgraph 10 

最 可 能 均匀 分 布 图 most uniformly distributed possible graph 
171 


了 


随意 欧 拉 图 randomily Eulerian graph 71 
强 连 通 儿 strongly connecitcd graph 59 
蓝图 blue graph 148 
? 275 9 


站 


4- 正 财 图 -regular graph 108 

Ris 22 RG Cn, 0 ,hp Braph 166 
((2 2, 5) 图 《〈(2 ns, …， 25))gSraph 183 
(人 ,1 图 ,Kgraph 200 

项 点 集 的 和 sum ol sets of vertices 124 
开 欧 拉线 open Eulerian line 52 

财 欧 拉线 closed Eulerian line 52 
回路 的 对 角 线 diagonal of a circuit 183 


连接 线 link 30 


组 合 组 合 combination 145 


4 元 尝 的 组 合 k-combination of nn elements 145 
回路 的 弧 are of a circuit 183 


弦 chord 30 

回路 和 的 chord of a circuit 183 
九 划 

树 tree 23 


生成 树 spanning tree 30 
经 济 ( 最 小 ) 生 成 权 economical spanning tree 33 
内 ( 顶 ) 点 inner vertex 26 
关节 点 ( 制 点 ) articulation 81 
边 的 器 点 endpoint of an edge 1 
有 站 路 的 内 点 inner vertex of a directed path 55 
顶点 vertex 1 
( 某 边 的 ) 关 联 顶 点 incident vertex 1 
说 一 条 (有 向 ) 路 可 和 到达 的 顶点 accessible vertex along a path 57 
治 一 条 路 可 以 到 达 的 项 点 vertex can be reached along ; path 
13 
邻接 项 点 adijacent vertices 1 
(与 某 边 ) 联 结 ( 着 的 ) 顶 点 joined vertices 1 
孤立 顶点 isolated vertex 2 
路 线 的 最 先 接 触 点 first touched vertcx of a route 19 
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二 1 和 二 


截 割 -- 个 顶点 cutting a vertex 194 
?2- 价 顶点 8-Vvalent vertex 2 
有 阿 路 的 始点 starting vertex of a directed path 57 
有 了 问 路 的 端 贞 end-vertex of a directed path 57 
项 点 的 邻 点 neighbour of a vertex 1 
结 点 node 1 
接点 junction 1 
割 点 cut-vertex 81 
路 的 端点 end-vertex of a path 13 
界 上 界 uppsr bound 148 
下 和 界 lower bound 148 
费用 ” 边 的 费用 cost of an edge 33 
图 的 建造 费用 building cost of a graph 33 


| 

| 
路 线 的 最 后 接触 贞 last touched vertex of a route 19 

| 


十 划 
桥 “bridge 59 
图 的 值 value of a graph 39 
秩 .P rank. Pp 32 
因子 的 积 product of factors 108 
分 解 为 因子 的 积 decomposed into the product of factors 108 
分 解 为 1- 因子 的 积 decomposed into the bduct of 1-factors 
108 


洪 和 党 了 匡 菠 


原理 ” 铝 笼 原理 pigeonhole principle 7 


十 一 划 


排列 排列 permutation 144 
重复 排列 permutation with repetitons 144 


十 二 划 


游戏 ”十 二 面体 游戏 dodecahedron-game 79 
+ 277 。 


让 


Nf 


hb 
| 生 


~、 
4 
已 


环 链 ”circular chain 49 
极 大 独立 边 数 : iemsx maximal number of independent 《edges: 
iemasx 109 

极 大 独立 顶 虚数 : ton naximal number of independent 
Vertices: ivmax 127 


极 小 禾 羡 边 数 . cenin minimal number of covering edges:c 
127 


极 小 覆盖 顶点 数 . conin miminal number of covering vertices. 


CVmin 123 
圈 数 ( 肥 零 度 ):. 4 cyclomatic number: pn 32 
nm, 请 数 ( 拉 好 全 数 ) nn(m,knumber(Ramsey number) 147 
z 的 整数 部 分 . [z] the integral part of zx 142,145 


零度 零度 :4 nullity: 4 32 
路 从 & 通 向 五 的 路 path from a towards D 57 


有 疝 路 directed path 56 

有 疝 哈 密 尔 顿 路 directed Hamiltonian path 99 
交错 路 alternating path 118 

连通 (联结 ) a 与 5 的 踪 path connecting a and 5 13 

了 哈密 尔 顿 路 Hamiltonian Path 80 

a 与 2 间 的 路 path between a and D 13 

极 大 独立 边 集 maximal set of indepcndent edgs 109 
极 大 独立 顶点 集 maximal] set of independent vertices 127 
极 小 覆盖 顶点 焦 minimal set of covering vertices 125 
独立 边 集 set of independent edges 108 

独立 顶点 集 set of independent vertices 127 

杆 盖 边 集 set of covering edges 127 


禾 盖 (表示 ) 顶点 集 set of covering (representative) vertices 12 
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| General 1nformation 


书 名 = 图 论 导 5| 


作者 = ( 匈 ) B. Andrasfai 郭 照 人 译 
页 数 = 2 7 8 

SSo=1083333:1 

出 版 日 期 = 1 9 8 5 年 0 8 月 第 1 版 


牛 卫 于 
| 强 串 


绪论 
基本 概念 
栅 总 效 、 边 数 与 次 效 间 的 天 系 :1 一 1 3 
名 和 兹 原理 
具有 n 个 顶点 的 完全 图 的 边 数 :1 1 
关于 补 图 问题 : 1 6 即 1 4 
在 连通 图 中 ， 顶 点 数 、 边 数 与 次 数 间 的 天 系 :1 8 一 2 2 
有 关 路 与 回路 的 一 些 简 单 的 问题 : 2 3 与 2 4 
最 长 路 方法 


连通 图 的 两 个 性 质 : 2 5 与 2 6 
练习 、 问 题 
树 与 林 
在 树 中 ， 顶 点 数 与 边 数 间 的 关系 :5 与 6 (1 一 4 为 此 准备 ) 
在 化 学 中 的 应 用 : 7 与 8 
在 树 中 的 路 : 9 
林 (1 0 为 此 准备 ) 
生成 树 的 特征 : 1 1 
基本 回路 、 基 本 回路 组 的 特征 : 1 7 
图 的 生成 林 
图 的 秩 与 需 度 : 1 8 (1 3 一 1 5 为 此 准备 ) 
建立 无 回路 网 络 的 经 济 的 方式 ; 三 种 方法 
寻求 生成 树 ， 使 之 分 别 有 极 小 值 与 极 大 值 
生成 树 在 计算 电网 络 中 的 应 用 
两 个 基 尔 霍 夫 定律 
练习 、 问 题 
治 着 图 的 边 的 路 线 
哥 尼斯 堡 (K ?ni gsberg) 七 桥 问题 :4 
开 的 与 闭 的 边 列 
开 的 与 闭 的 欧 拉线 分 别 存 在 的 恰当 条 件 : 6 与 7 (5 为 此 准备 ) 
与 有 向 图 有 关 的 基本 概念 
有 向 路 、 回 路 与 边 列 
利用 有 向 图 来 描述 通行 问题 
通行 条 件 ， 强 连通 图 
桥 与 回路 的 关系 : 1 2 与 1 3 


给 无 桥 连通 图 以 定向 ， 使 之 成 为 强 连通 图 : 1 8 (1 0 与 1 4 为 此 准备 


从 极 大 和 极 小 出 发 的 方法 

在 有 向 图 中 存在 闭 欧 拉 线 的 恰当 条 件 : 1 9 (1 5 为 此 准备 ) 
应 用 于 无 向 图 :2 0 

关于 无 限 图 的 注 

在 迷宫 

两 项 走 迷 宫 的 规则 

走 展览 厅 的 迎 启 


随意 欧 拉 图 的 结构 :2 3 与 2 4 (2 1 、2 2 为 此 准备 ) 
练习 、 问 题 
第 四 章 才 盖 一 个 图 中 顶点 的 路 线 
十 二 面体 游戏 : 1 
哈密 尔 顿 回路 ， 哈 密 尔 顿 路 
使 哈密 尔 顿 回路 与 路 分 别 不 存在 的 条 件 : 3 ， 割 点 
应 用 一 在 棋盘 上 跳马 :4 与 5 ” (图 9 9 ) 
十 二 面体 游戏 的 最 后 的 分 析 (6 与 7 为 此 准备 ) 
使 长 度 超过 定 值 的 回路 存在 的 次 数 条 件 : 1 3 即 8 
使 哈密 尔 顿 回路 与 哈密 尔 顿 路 分 别 存在 的 次 数 条 件 : 1 4 (9 为 此 准备 
) 、15 (1 0 一 1 2 为 此 准备 ) 、 以 及 1 6 
界面 是 三 角形 的 多 面体 上 的 哈密 尔 顿 回路 
有 向 哈密 尔 顿 回路 与 路 
具有 哈密 尔 顿 路 的 竞赛 图 : ] 8 (1 7 为 此 准备 ) 
使 有 向 哈密 尔 顿 回路 与 有 向 哈密 尔 顿 路 分 别 存 在 的 条 件 :19 一 2 2 
关于 无 限 图 的 哈密 尔 顿 路 的 注 
练习 、 问 题 
匹配 问题 因子 
组 织 一 项 循环 赛 
完全 图 作为 1 一 因子 的 积 : 1 (“ 组 织 一 项 循环 赛 ” 为 此 作 准 备 ) 
独立 边 集 、 极 大 独立 边 集 
偶 次 正则 图 是 2 一 因子 的 积 :13 (3、5 、1 0 一 1 2 为 此 准备 ) 
完全 图 作为 哈密 尔 顿 回路 的 积 (图 135) 
双 图 (4 、6 及 7 为 此 准备 ) 
双 图 的 特征 : 1 4 与 1 5 
正则 双 图 作为 1 一 因子 的 积 :18 (8 、9 、1 6 及 1 7 为 此 准备 ) 


交错 路 万 法 
寻求 双 图 中 极 大 独立 边 集 的 算法 〈 匈 牙 利 方 法 ) : 2 0 (1 9 的 一 个 应 
用 为 此 准备 ) 


和 
HH 
谢 


对 于 双 图 , | e mMax=cvmin :22 

独立 顶点 集 、 极 大 独立 顶点 集 

禾 兰 边 集 、 极 小 黎 备 边 集 

对 于 无 孤立 顶点 的 双 图 , i vmax=cemin:30 

使 大 于 定 值 的 独立 边 数 存在 的 次 数 条 件 :3 1 (2 5 为 此 准备 ) 

使 在 双 图 中 存在 哈密 尔 顿 回路 的 次 数 条 件 :3 2 与 3 3 (2 6 为 此 准备 


双 图 的 1 一 因子 存在 的 恰当 条 件 :3 4 (2 7 为 此 准备 ) 
任意 图 存在 1 一 因子 的 恰当 条 件 :3 5 
应 用 于 无 桥 的 3 一 正则 图 :3 6 一 4 1 
不 能 分 解 为 几 个 因子 之 积 的 正则 图 :42 (图 1 4 9 及 1 5 4 ) 
练习 、 门 | 题 
极 值 极 图 


和 
2 
山 


\ 


几 类 极 值 问题 
一 些 初等 组 合 定 理 : 4 一 8 (1 一 3 为 此 准备 ) 
定义 拉 姆 舍 (Ra ms ey ) 数 n (m, k ) 的 三 种 方式 
拉 姆 舍 定 理 的 一 个 特殊 情况 : 2 2 ; 拉 姆 舍 数 的 估计 与 几 个 准确 值 : 1 
0、12、15、16、18、19、23 有 24 (1l1、.13、14、17、 
19、20 及 2 1 为 此 准备 ) 
更 一 般 的 拉 姆 舍 数 
借助 于 无 有 向 回路 图 的 结构 来 解 一 个 拉 姆 舍 型 极 值 问题 . 在 数论 
中 的 一 个 应 用 : 2 5 、2 8 及 注 2 
更 深入 的 拉 姆 舍 型 问题 的 一 些 特 殊 情况 :26、27、29 及 3 0 
存在 三 角形 的 次 数 与 边 数 条 件 :3 8 一 40 (1 7 及 3 1 一 3 5 为 此 准 


备 ) 

存在 县 有 k 个 顶点 的 完全 子 图 的 次 数 与 边 数 条 件 :4 3 与 44 (36 一 
4 2 为 此 准备 ) 

命题 4 3 在 几何 中 的 一 个 应 用 :4 9 (4 5 一 4 8 为 此 准备 ) 
备 ) 


) 


当 i v ma Xx 固定 或 有 界 时 ， 和 存在 三 角形 (或 小 于 定 值 的 奇 长 度 的 回路 


的 次 数 与 边 数 条 件 :55、6 2 一 6 6 (5 6 一 6 1 为 此 准备 ) 

图 的 块 的 概念 (6 7 为 此 准备 ) 

使 长 度 超过 定 值 的 路 存在 的 次 效 条 件 :7 0 (6 8 为 此 准备 ) 

OR :71 及 12 (69、70 
为 此 准备 


存在 边 不 相 重 回路 的 边 数 条 件 : 8 1 (7 4 、7 7 一 7 9 为 此 准备 ) 
练习 、 问 题 

第 七 章 ”练习 与 问题 的 解答 
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